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 ١

  چهارمفصل

 كاربردهاي مشتق و پيوستگي
 

خواهيم ديد كه با استفاده از مشتق يك تـابع  . پردازيم در اين فصل به كاربردهاي پيوستگي و مشتق مي   
. دست آوريم كه نمونة آن روش يافتن اكسترمم يك تـابع اسـت      توانيم اطلّاعاتي در مورد خود تابع به        مي

نماييم كه مباحثي اساسي و بنيـادي در درس حسـاب و              مي عميقتري را بررسي      های   همچنين موضوع 
 .باشند ديفرانسيل و انتگرال مي

 

  اكسترممهاي نسبي  ١ . ٤ 
 

هاي بعدي مـورد نيـاز    دهيم كه در اثبات قضاياي مهمي از قسمت     ابتدا چند قضيه را مورد بحث قرار مي       
 .ندتهس

lim)( اگر   : ١قضية   xf
ax→

 وجـود دارد بـه    a شـامل    Iاشد، آنگاه بـازة بـازي ماننـد          موجود و مثبت ب    
axطوري كه به ازاي هر  )،  I در ≠ ) 0f x >. 

 
lxf فرض كنيم :اثبات

ax
=

→
)(lim . 0بنابر فرض>l و با استفاده از تعريف حد داريم : 

.)(000 εδδε <−⇒<−<∋>∃>∀ lxfax 

lحال 
2
1

=εكنيم كه  گرفته و مشاهده مي 

.
2
3)(

2
1

2
1)(

2
1

2
1)(

lxfl

llxfllxf

<<⇔

<−<−⇔<−
 

 همچنين 
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 ٢

.,),(
,

,0

axaax
axaxa

axaxax

≠+−∈⇔
≠+<<−⇔

≠<−<−⇔<−<

δδ
δδ

δδδ
 

axaaxبنابراين اگر  ≠+−∈ ,),( δδ آنگاه lxfl
2
3)(

2
1

<<.  
xگيريم كه به ازاي هر   نتيجه ميl<0چون  a≠  در بازة بـاز ),( δδ +− aa  0  بايسـتي)( >xf و 

 . بدين ترتيب اثبات تمام است

lim)( اگر :٢قضية  xf
ax→

 وجود دارد به a شامل Iد  موجود و منفي باشد، آنگاه بازة بازي مانن
axطوري كه هر  )(I ،0 در ≠ <xf . 

 

 . توان اين قضيه را ثابت نمود  مي١مشابه قضية  :اثبات

):١مثال  )i  تابع f  را كه به صورت 
12

5)(
−

=
x

xfنمودار تابع در . گيريم  تعريف است در نظر مي
lim)(1به دليل آن كه . شكل زير نشان داده شده است 

3
=

→
xf

x
01، و   بازة بـازي شـامل   ١، بنابر قضية <

)(0 در اين بازة     x≠3كه براي هر       وجود دارد به طوري    3 >xf .   در .  اسـت  )4,2(هـا     يكي از اين بازه

),(حقيقت، هر بازة باز  ba 3 كه براي آن
2
1

<≤ a 3 و>bدهد يجة مطلوب را به دست مي نت. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ١ . ٤شکل 
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 ٣

 

( )ii  فرض كنيم
x
xxg

23
6)(
−
−

داريم،  . =
2

lim ( ) 4 0
x

g x
→

= −  2، بازة بازي شامل ٢، پس بنابر قضية >

)(0 در اين بازة x≠2وجود دارد  به طوري كه براي هر  <xf .3(ها  يكي از اين بازه,
2
 . است)3

),(هر بازة باز  ba 2 كه براي آن
2
3

<≤ a 2 و 6b<  .دهد  نتيجة مطلوب را به دست مي≥
 

، تعريـف شـده   a، به استثناي احتمالاً خـود   a شامل I بر بازة باز f فرض كنيم تابع     :٣قضية  
 وجود داشته باشد بـه  δ<0عددي مانند ) براي آن( و  Mهمچنين فرض كنيم كه عددي مانند       . باشد

>−>δ، كـه    xطوري كه بـراي هـر        ax0    شـرط ،Mxf در ايـن صـورت اگـر       .  برقـرار باشـد    )(≥
)(lim xf

ax→
ML باشد، آنگاه L موجود و مساوي با  ≤. 

 

LM فرض كنيم كه    :اثبات . گـردد   و نشان دهـيم كـه ايـن فـرض منجـر بـه يـك تنـاقض مـي         >
LMاگــر LMكــه   وجــود دارد بــه طــوريε<0، آنگــاه عــددي ماننــد > =+ ε . بــه دليــل آن كــه

Lxf
ax

=
→

)(lim01نند ، عددي ما >δكه   وجود دارد به طوري 
10اگر δ<−< ax آنگاه ε<− Lxf )( 

 كه معادل است با 
10اگر  δ<−< ax آنگاه εε +<<− LxfL )(. 

01گيـريم كـه عـددي ماننـد       مي  ر دهيم، نتيجه   را قرا  ε+M مقدار   Lاگر بجاي    >δ   وجـود دارد بـه 
 كه  طوري

10اگر  δ<−< ax آنگاه )()( xfM <−+ εε 
 يا، به عبارت معادل، 

10اگر  δ<−< ax آنگاه )(xfM < 
 كه   وجود دارد به طوريδ<0اما، بنا بر فرض، عددي مانند 

0اگر  x a δ< − Mxf آنگاه > ≤)(. 
MxfxfMاكنون دو عبارت     ≥< بنابراين، فرض ما مبني بـر ايـن        .  متناقض با يكديگر هستند    )(,)(

LMكه  MLدر نتيجه .  نادرست است>  .  و قضية ثابت شده است≥
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 ٤

. ، تعريف شده باشـد   a، به استثناي احتمالاً خودِ      a شامل   I بر بازة    f فرض كنيم تابع      :٤قضية  
كـه    وجود داشته باشد به طـوري     δ<0عددي مانند   ) براي آن (و  Mهمچنين فرض كنيم عددي مانند      

0، كه   xبراي هر    x a δ< − Mxf، شرط   > lim)(در اين صورت اگر     .  برقرار باشد  )(≤ xf
ax→

 موجود  
ML باشد، آنگاه Lو مساوي با  ≥. 

 
 . توان اين قضيه را ثابت نمود  مي٣مشابه قضية . اثبات

 
 .نماييم نيمم را شروع مي اينك بحث رسمي ماكزيمم و مي

 شـامل  I است هرگاه بـازة بـازي ماننـد    اكزيمم نسبيم داراي يك   c در   f گوييم تابع    :تعريف  
)()(،  ∋Ix وجود داشته باشد به طوري كه به ازاي هر           cنقطة   xfcf  مـاكزيمم     نقطة را cعدد  . ≤

 .نامند  ميfنسبي تابع 
 داراي يك ماكزيمم نسـبي      cشكل هاي زير هر كدام قسمتي از نمودار تابعي را نشان مي دهند كه در                

 .است
 

 

 

 

 ٢  . ٤شکل 

 شـامل   I است هرگاه بازة بـازي ماننـد         نيمم نسبي  مي داراي يك    c در   f گوييم تابع    :تعريف  
)()(،  ∋Ix وجود داشته باشد به طوري كه به ازاي هر           c  نقطة xfcf  نـيمم  نقط مي  را   cعدد   . ≥

 .نامند  ميfنسبي تابع 
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 ٥

 
نـيمم نسـبي     داراي يك مـي cدهند كه در  شكل هاي زيرهر كدام قسمتي از نمودار تابعي را نشان مي   

 .است
 
 
 
 
 
 
 

 ٣ . ٤شکل
 

 در fشود كـه   نيمم نسبي باشد، آنگاه گفته مي  سبي يا يك مي    داراي يك ماكزيمم ن    c در   fاگر تابع   
cعدد .  داراي يك اكسترمم نسبي استcنقطة اكسترمم نسبي  را fنامند  مي. 
 

 .ها اكسترممي نسبي وجود دارد پيدا كنيم را كه براي آنcادير احتمالي توانيم مق به كمك قضية زير مي
 

) فرض كنيم     :٥قضية   )f x    براي هر x    در بازة بـاز ( , )a b     و   تعريـف شـده a c b<  fاگـر   . >
cf)(باشد، آنگاه يا  cداراي اكسترممي نسبي در ) وجود نداشته، يا در صورت وجود ′ ) 0f c′ = . 

 

 .نيمم نسبي است داراي يك مي c در fكنيم كه   قضيه را براي حالتي ثابت مي :اثبات
cf)(اگر    موجود باشد، آنگاه با استفاده از تعريف مشتق داريم ′

(1)          .
cx

cfxfcf
cx −

−
=′

→

)()(lim)( 

وجـود دارد بـه     δ<0نيممي نسبي است، بنابر تعريف، عددي مانند           داراي مي  c در   fبه دليل آن كه     
>−>δطوري كه اگر  cx0 0 آنگاه)()( ≥− cfxf. 

0x نزديك گردد، c از طرف راست به  xاگر  c− >−>δ، و بنابراين از  < cx0شود كه   نتيجه مي 
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 ٦

.0)()(
≥

−
−

cx
cfxf 

 ، در صورتي كه حد وجود داشته باشد،٤بنابر قضية 

(2)            . ( ) ( )lim 0
x c

f x f c
x c+→

−
≥

−
 

−>0 نزديـك گـردد،      c از طرف چپ به      xبه طريق مشابه، اگر      cx      0، و بنـابراين از<−<− cxδ 

)()(0شود كه  نتيجه مي
≤

−
−

cx
cfxf. 

 ، در صورتي كه حد وجود داشته باشد، ٣لذا، بنابرقضية 

(3)         . 0)()(lim ≤
−
−

−→ cx
cfxf

cx
 

cf)(چون    بـا   برابـر  مسـاوي بـوده، و هـر دو بايسـتي            (3) و   (2)هاي     در نامساوي  ها وجود دارد، حد   ′
)(cf   داريم (2)بنابراين از .  باشند′

(4)                            0)( ≥′ cf 
 ، (3)و از 

(5)                          .  0)( ≤′ cf 
)(0گيريم كـه      رست هستند، نتيجه مي    د (5) و   (4)چون هر دوي     =′ cf    و قضـية ثابـت شـده اسـت  .

 . شود داراي يك ماكزيمم نسبي است به روشي مشابه انجام مي cدر  fاثبات براي حالتي كه 
 

cf)( بـوده و     c داراي اكسـترممي نسـبي در        fتعبير هندسي قضية فوق بدين صورت است كه اگر           ′ 
)موجود باشد، آنگاه نمودار      )y f x=           اي باشـد كـه در آن          بايستي داراي خـط ممـاس افقـي در نقطـه

x c=اختيار شده است . 
 

 fهـا      كـه در آن    x تابعي مشتق پذير باشد، آنگاه تنها مقادير احتمالي          fاگر  (1) : مهم    صرةتب
)(0تواند يك اكسترمم نسبي داشته باشد مقاديري هستند كه در شرط   مي =′ xf  بـا   .كننـد   صـدق مـي

xf)(وجود اين   نقطه يك نقطـه    مساوي با صفر باشد ولي اين x ممكن است براي مقدار مشخصي از ′
 .اكسترمم تابع نباشد

]ة بسته    فقط روي باز   f اگر تابع    (2) ]ba              نقـاط  تواننـد  نمـي  b و a تعريف شده باشـد، آنگـاه نقـاط       ,
 . تعريف نشده استb و  a در همسايگي نقاط fاكسترمم نسبي تابع باشند، به دليل آن كه تابع 
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 ٧

         مشـتق پـذير     ايـن نقطـه نـه     در اي داراي اكسترمم نسبي باشد ولي  در نقطهf ممكن است تابع (3)
 .هاي زير توجه نماييد به مثال. باشد و نه پيوسته

 

 
    :٢مثال 

)i(  تابع ثابت( )f x k= اين تابع تمام اعداد ) قلمرو(دانيم كه حوزة تعريف  مي. گيريم را درنظر مي
در ايـن صـورت بـه ازاي هـر          .  عدد حقيقي دلخواهي باشد    R∈0αاكنون فرض كنيم    . استRحقيقي  

Rx∈، )()( 0αflxf )()(توان گفت كـه        پس مي  .== 0αfxf )()( و نيـز     ≤ 0αfxf  و نتيجـه    ≥
 . استfنيمم نسبي تابع ثابت  يك نقطة ماكزيمم نسبي و نيز يك نقطة مي0αگيريم كه  مي

)ii(     تابع جزء صحيح[ ]xxf ). مراجعـه نماييـد    دوم    از فصـل   ٧بـه مثـال     (گيـريم     درنظر مي  را )(=
 دانيم كه اين تابع در تمامي نقاط صحيح  مي

,...)2,1,0( ±±== nnx 

Znزيرا اگر   .  داراي ماكزيمم نسبي است     تابع   دهيم كه در اين نقاط      نشان مي . ناپيوسته است   عـدد   0∋
)1,(باشد آنگاه به ازاي هر صحيح دلخواهي  00 nnx )(1  داريم ∋− 0 −= nxf وبنابراين  

0 0 0 0( ) 1 [ ] ( )f x n n n f n= − < = )()(يعني  = 0nfxf  همچنين اگر . >

  [ )1, 00 +∈ nnx  0آنگاه)( nxf   و لذا =

.)()( 00 xfnnf == 

)1,1(توان گفت كه به ازاي هر         يدر نتيجه م   00 +−∈ nnx   ، )()( 0nfxf  يعني تـابع جـزء صـحيح        ≥
[ ]xxf در مرحلـه بعـد نشـان مـی دهـيم کـه اگـر               . نسبی اسـت   ماکزيمم    دارای يک  0n در نقطة  )(=

0 Rα ] باشد آنگاه     يک عدد غير صحيح    ∋ ]xxf  نسـبي و هـم      مم   هم داراي ماكزي   0α  در نقطه    )(=
 وجود  n عددي غير صحيح است پس عدد صحيحي مانند          0αگوييم چون   . نيمم نسبي است    داراي مي 

0دارد به طوري كه      1n nα< < ),1( به ازاي هر     ل  حا. + +∈ nnx   داريم [ ] nxxf  و بنـابراين    )(==
)توان گفت كه در بازة باز         مي , 1)n n ، ) i(لـذا، بـا اسـتفاده از        . داراي مقـداري ثابـت اسـت       f تـابع    +
نـيمم نسـبي       هم داراي يك ماكزيمم نسبي و هم داراي يـك مـي            0α در   fتوان نشان داد كه تابع        مي
 .است

)iii ( تابع[ ]xxxf   در هر نقطة )(=−
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 ٨

,...)2,1,0( ±±== nnx 

را بـه سـادگي   كه آن (نمودارتابع . نيمم نسبي بوده ولي در اين نقاط ماكزيمم نسبي ندارد داراي يك مي  
 .شود در شكل زير ديده مي) توان رسم نمود مي

 
 

 
 
 
 
 
 ٤ . ٤شکل 

 
Znاكنون فرض كنيم     عـددي حقيقـي باشـد بـه طـوري كـه            xاگـر   .  عدد صحيح دلخواهي باشـد     ∋

nxn ــاه 1−>> ]، آنگ ] )1()( −−=−= nxxxxfــذا، بـ ـ ــه   و ل ــل آن ك 1xه دلي n> ــم − ، داري
0)( >xf .  اام[ ] 0)( =−= nnnf   پس )()( nfxf  عـددي حقيقـي باشـد بـه     xهمچنـين اگـر    . <

1n طوري كه  x n< < ) ، آنگاه    + ) [ ]f x x x x n= − = ) و ديـده مـی شـود کـه           − ) 0f x  پـس . <
)()( nfxf )1,1(شود كـه بـه ازاي هـر     نتيجه مي . < +−∈ nnx  داريـم ( ) ( )f x f n≥   و لـذا تـابع 

[ ]xxxf  بـالاخره از روي نمـودار تـابع هـم ديـده            .نيمم نسبي اسـت     داراي يك مي   n در نقطة    )(=−
1n و   n بين دو عدد صحيح    xشود كه اگر      مي >>+1( باشد   + nxn(   آنگاه ،  ( )f x x n= و لذا    −

 .ردتابع در نقاط غير صحيح اكسترمم نسبي ندا
 

)()1(3 با ضابطه    fتابع  ) i ( :٣مثال   −= xxf   نمودار اين تابع در زيـر نشـان   . گيريم  را درنظر مي
)2كنـيم كـه       ملاحظـه مـي   . داده شده اسـت    ) 3( 1)f x x′ = (1)و  − 0f ′ م  داري ـ x>1امـا بـراي     .  =

0)( <xf   ،1(، يعني()( fxf )(0 داريم   x<1 و براي    > >xf   1(، يعني()( fxf  در  fبنابراين  . <
1cنقطة   .باشد  داراي يك اكسترمم نسبي نمي=
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 ٩

 
 
 
  ٥ . ٤شکل 

 
)ii ( فرض كنيم تابعf با ضابطة زير تعريف شده باشد  : 

2 1 , 3
( )

8 , 3.
x x

f x
x x
− ≤

=  − >
 

م نسـبي در    م داراي يك ماكزي   fكنيم كه تابع      ملاحظه مي . شود  نمودار اين تابع در شكل زير ديده مي       
(3) برابر با    3مشتق چپ در    .  است 3 2f −′ (3) برابـر بـا   3، و مشـتق راسـت در       = 1f +′ = . باشـد   مـي −

f)3(گيريم كه  بنابراين نتيجه مي  . وجود ندارد′
 
 
 

 
 
 
 
  ٦ . ٤شکل 

)()()(ابع   ت ـ  :٤مثال   0 xxxxf nϕ−=       را كـه در آن n       تـابع   (،اسـت  عـددي طبيعـي( )xϕ  در 

0xx )(0باشد و   پيوسته مي= 0 ≠xϕ(0وجود اكسترمم در. گيريم  درنظر ميxx ) براي تابع = )f x  را
 .بررسي نماييد

)(0 چون .حل 0 ≠xϕ 0  پس يا)( 0 >xϕ 0 يا)( 0 <xϕ. 

)(0 فرض كنيم :حالت اول  0 >xϕ . چون بنابرفرض)(xϕ 0 درxx   پيوسته است پس=
 0)()(lim 0

0

>=
→

xx
xx

ϕϕ بازة بازي مانند ١ و لذا بنا بر قضية I  0شاملxوجود دارد به طوري كه  
) شرط ∋Ix به ازاي هر  ) 0xϕ  . برقرار است<
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 ١٠

0xx و ∋Ixباشد، آنگاه به ازاي هرعددي زوج  nاكنون اگر )()()(0 داريم ≠ 0 >−= xxxxf nϕ و چون 
0)( 0 =xf   پس )()( 0xfxf .  نسـبي اسـت    نيمم   داراي يك مي   0xدر   fدهد كه تابع       و اين نشان مي    <

0xx كـه  ∋Ix عددي فـرد باشـد، بـراي هـر       nاما اگر    )()()(0 داريـم  < 0 >−= xxxxf nϕ  و بـه ازای
0x که ∋Ixهر x< 0 داريم( ) ( ) ( ) 0nf x x x xϕ= −  . اكسترمم ندارد0x در fابع بنابراين ت.  >

)(0 فرض كنيم    :حالت دوم    0 <xϕ .  توان نشان داد كه اگـر   با استدلالي مشابه حالت اول ميn زوج 
 اكسـترمم   0x در   f فـرد باشـد تـابع        n داراي يك ماكزيمم نسبي است و اگر         0x در   fباشد، آنگاه تابع    

 .ندارد

 داراي يـك  0xقطـة   در ن  fگيـريم كـه اگـر تـابع            و مطالب گفته شده نتيجه مـي       ٥ از قضية    :تبصره  
 : اكسترمم نسبي باشد آنگاه دقيقاً سه احتمال وجود دارد 

 
),)(( در نقطة f نمودار تابع (1)  00 xfxP  . خط مماس ندارد=

)0هر گاه ( است  داراي خط مماسي عمودي P در f نمودار تابع (2) ( )f x′ = ∞. 
)0هر گاه  (  است P داراي خط مماس افقي در f نمودار تابع (3) ( ) 0f x′ =. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٧ . ٤شکل 
 

ها هر تابع نمايش داده شده داراي  اند كه در آن  توصيف شدهفوق اين سه احتمال به طور نموداري در شكل 
 . است0xيك ماكزيمم نسبي در در 
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 ١١

 
تعريف شده باشد، آنگاه شرط  c در نقطة fگيريم كه اگر تابعي مانند  از آنچه تا كنون گفته شد نتيجه مي

)(0ت كه يا س داراي يك اكسترمم باشد آن   c در   fلازم براي آن كه      =′ cf يا )(cf امـا  .  موجود نباشـد ′
 .هاي بالا ديديم اين شرط كافي نيست نه كه در مثالهمانگو

 

 f تـابع  نقطـة بحرانـي   را يك cعدد .  باشدf تابع  تعريف عضوي از حوزة  c فرض كنيم    :تعريف  
)ناميم در صورتي كه  مي ) 0f c′ ) يا = )f c′وجود نداشته باشد . 

 
 داراي يـك  c در fگيريم كه شرط لازم براي آن كـه تـابع         با توجه به اين تعريف و بحث قبلي نتيجه مي         

 . يك نقطة بحراني اين تابع باشدcاكسترمم نسبي باشد آن است كه 
 

 
 : نقاط بحراني توابع زير را پيدا كنيد  :٥مثال 

(1) 3
1

3
4

4)( xxxf +=     (2) xxxf 4)( 5 += 
(3) 3( ) , [ 1,1]f x x x x= + ∈ −            (4) 4 2( ) 2 , [ 2, 2]f x x x x= − ∈ − 
(5) [ ]0,2−∈x ،24)( xxf −=  (6) [ 1, 4)x ∈ − ،xxxf 2)( 2 −= 
(7) 22)( xxxf −=   (8) 0≥x ،)1sin()( 2 −= xarcxf 
(9) xxf 2cos)( =             (10)xxxxf cossin)( +=  

(11) [ ]xxxf 2)( ]و  = 2,1]x ∈ −        (12) 
x

xxf
21)( +

= . 

 :كنيم   را محاسبه ميfمشتق . است R مجموعه اعداد حقيقي f حوزة تعريف تابع (1) .حل
1 2 2
3 3 3

2
3

4 1 4 4( 1)( ) 4 ( 1)
3 3 3

3

xf x x x x x
x

− − +′ = + × = + = 

)(0 داريم   x=−1شود كه به ازاي       ديده مي  =′ xf      0 و بـه ازاي=x  ،)(xf هـر دو عـدد     .  وجـود نـدارد    ′
 . −1,0 عبارتنداز f هستند، بنابراين نقاط بحراني تابع f در حوزة تعريف تابع −1,0
 :كنيم  محاسبه ميمشتق تابع را .  استR ی مجموعة اعداد حقيقf  حوزة تعريف تابع(2)
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 ١٢

45)( 4 +=′ xxfشود كه به ازاي هر   و ديده ميRx∈ ،045)( 4 >+=′ xxf. 
xf)(بنابراين، به دليل آن كه   .ة بحراني ندارد نقطf تعريف شده است، تابع ∋Rx هم به ازاي هر ′

]فقط بر بازة بستة      f بنابر فرض تابع   (3) در اينجا بايستي دقت نمود كه تابع       .  تعريف شده است   −1,1[
f   از چپ تابع  −1 از راست و در نقطة 1 يرا در نقطة ز( مشتق ندارد −1,1 در نقاط انتهاييf  مشتق

)اكنون بـه ازاي هـر       .  هستند f از نقاط بحراني تابع      −1,1پس  ) ندارد 1,1)x ∈  را  f مشـتق تـابع      −
 :كنيم  محاسبه مي

13)( 2 +=′ xxf013شود كه همواره   و ديده مي)( 2 >+=′ xxf. 

)بنابراين در بازة     xf)( تابع   −(1,1  منحصرند به   fشود و در نتيجه نقاط بحراني تابع           هرگز صفر نمي   ′
1,1−. 
]، f به دليل آن كه حوزة تعريف تابع (4) ]2,2−=Df و با توجه به توضيحات در ( فرض شده است 
 :كنيم   را محاسبه ميfمشتق تابع .  هستندf از نقاط بحراني تابع −2,2 نقاط )(3)

xxxf 44)( 3 )(4)1)(1( و يا ′=− +−=′ xxxxf. 

 اكنون
1−=x 1 يا=x 0 يا=⇔ x )1)(1(40)( +−⇔=′ xxxxf 

2,2,1,1,0و بنابراين پنج نقطة   .باشند  ميf نقاط بحراني تابع −−
]، f چون حوزة تعريف تابع (5) ]2,0Df =   ∋Dfxشده است پس براي هر  فرض −

.044002 22 ≥−⇒≤≤⇒≤≤− xxx 

22بنابراين  44)( xxxf 2,0بديهي است كه . =−=−  . هستندf نقاط بحراني تابع −
)داريم   ) 0, ( ) 2f x f x x′ ′= = 2,0بنـابراين   . x=0 معادل است با     −  f تنهـا نقـاط بحرانـي تـابع        −
 .هستند

xx ابتدا (6) 22  :كنيم   را تعيين علامت مي−

2=x 022)2(00يا =⇔=−⇔=− xxxxx 

3 0 2 4− x 

0 0+ − + 2 2x x− 
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 ١٣

2 2 22 2 2x x x x x x− − − 2 2x x− 

 

 توان به صورت زير نوشت   را ميfبنابراين تابع 

2

2

2

2 , 3 0
( ) 2 , 0 2

2 , 2 4.

x x x
f x x x x

x x x

 − − ≤ ≤


= − < <
 − ≤ <

    

)0(2,)0(2شود كه     ميبه سادگي ديده     +=′−=′ −+ ff   0 و لذا تابع در=xدليـل  . پـذير نيسـت    مشتق
 باشد و بنابراين خواهيم داشت  پذير نمي  هم مشتقx=2دهد كه تابع در  مشابهي نشان مي

2 2 , 3 0
, 0

( ) 2 2 , 0 2
, 2

2 2 , 2 4

x x
x

f x x x
x

x x

− − < <
 =′ = − < <
 =

− < <

 

)(0و از    =′ xf022شود كه   نتيجه مي =− x ،1، يعني=x .  3حال، به دليل آن كـه−=x   نيـز يـك 
,2,1,0نقطة بحراني تابع است، نقاط   . هستندf، تنها نقاط بحراني تابع −3

] برابـر بـا   fشـود كـه حـوزة تعريـف تـابع       دگي ديده مـي  به سا (7) ]2,0=Df بنـابراين  . باشـد   مـي
0,2 == xx     دونقطه بحراني تابع f  2,0اكنـون بـه ازاء      .  هسـتند≠x   مشـتق تـابع f دسـت    را بـه
 :آوريم  مي

22

2

2
1

22
22)(2)(

xx
x

xx
xxfxxxf

−

−
=

−

−
=′⇒−= 

)(0و از  =′ xf01شود كه   نتيجه مي =− x ،1، يعني=xباشند  نقاط بحراني تابع مي2,1,0  پس. 
)()1arcsin( از   (8) 2 −= xxf 111آوريـم كـه       دست مي    به 2 ≤−≤− x    ،20، يعنـي 2 ≤≤ x    و چـون 

0≥x   ــا ــادل اســت ب ــن مع ــده اســت اي ــرض ش 20 ف ≤≤ x ــابراين ,0] و بن 2]Df ــون . = اكن
)2,0(∈x فرض كرده و )(xf  :آوريم   را به دست مي′

.
2 2 2 4 2

2 2 2( )
1 ( 1) 2 2

x xf x
x x x x

′ = = =
− − − −

 

  نداردوجود 

 وجود ندارد
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 ١٤

)(0)20(شود كه  ديده مي <<>′ xxf تنها نقاط بحراني تابع 2,0 و بنابراين f هستند. 
RDfاست،  Rيقي  مجموعه اعداد حقfحوزة تعريف تابع ) ٩(  ، و داريم =

xxxxf 2sincossin2)( −=−=′ 

)(0پس  =′ xf 02 معادل باsin =xا .باشد  ميام  

.ZkkxZkkxx ∈=⇒∈=⇒= ,
2

,202sin ππ 

2,1,0,...چون  ±±=k پس ،....,,
2

,0 ππ
±±=xع به تعداد نامتناهي نقاط بحراني دارد و تاب. 

RDfxxxxxxxfداريم ) ١٠( ==−+=′ ,cossincossin)(   
0cosو                  =x 00 ياcos0)( =⇔=⇔=′ xxxxf  

Zkkx ∈+= ,
2
ππ 0 يا=⇔ x 

 .و بنابراين تابع به تعداد نامتناهي نقاط بحراني دارد
 يم دار) ١١(

2

2

2 1, [ ] 2 , ( ) 2
1 0 , [ ] 1 , ( )

0 1 , [ ] 0 , ( ) 0

x x f x x
x x f x x

x x f x

− ≤ < − = − = −

− ≤ < = − = −
≤ < = =

 

 و بنابراين 
2

2

2 , 2 1
, 1 0( )

0 , 0 1
1 , 1.

x x
x xf x

x
x

− − ≤ < −


− − ≤ <= 
≤ <

 =

 

 شود كه  اكنون اگر مشتق تابع را محاسبه كنيم به سادگي ديده مي

4 , 2 1
, 1

( ) 2 , 1 0
0 , 0
0 , 0 1.

x x
x

f x x x
x

x

− − < < −
 = −′ = − − < <
 =

< <

 

2,1شود كه  نتيجه مي −=−= xx و كلية نقاط بازة بستة [  . د نقاط بحراني تابع هستن1,0[
} عبارت است از fحوزة تعريف تابع  (12) }0−= RDf . حال مشتقfكنيم   را محاسبه مي: 

 وجود ندارد
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 ١٥

2
2 22

2 2 2

2 2

2 1
(1 )2 1( )
1

1 .
1

x x x
x xxf x

x x x

x x

× − +
− ++′ = =

+
−

=
+

 

)(Dfx∈ ،0شود كه به ازاي هر  ملاحظه مي  <′ xf و لذا )(xf به علاوه حـوزة  . شود  هرگز صفر نمي′
fتعريف  } برابر است با ′ }0−=′ RfD . گيريم كه تابع  مي از اينجا نتيجهfنقطة بحراني ندارد . 

 

]اي مانند      بر بازة  fي مانند   در بسياري از مسائل تابع           ]ba  تعريف شده اسـت و هـدف مـا يـافتن            ,
 باشد بزرگترين يا كوچكترين مقدار تابع بر اين بازه مي

 

]بر بازة  f گوئيم تابع :تعريف   ]ba ]است هر گاه عـددي ماننـد    ماكزيمم مطلق داراي , ]bac ,∈ 
]كه به ازاي هر  وجود داشته باشد به طوري     ]bax ,∈ ،)()( xfcf  مقـدار  cf)(در چنـين حـالتي،   . ≤

]بر بازة  fماكزيمم مطلق  ]ba  .شود ده مي نامي,
 

] بر بازة    f گوييم تابع    :تعريف   ]ba ] است هرگاه عددي ماننـد       نيمم مطلق   مي داراي   , ]bad ,∈ 
]كه به ازاي هر       وجود داشته باشد به طوري     ]bax ,∈  ،)()( xfdf )،  در چنين حـالتي   . ≥ )f d   مقـدار 

] بر بازة fنيمم مطلق  مي ]ba  .شود  ناميده مي,
 

] بر fاگر گفته شود كه تابع   ]ba  بـر ايـن بـازه    f است منظور اين است كه اكسترمم مطلق داراي ,
 .باشد نيمم مطلق مي داراي ماكزيمم مطلق يا مي

 
نيمم مطلق يك تابع پيوسته بر يك بازة بسته قضية مهم زير را، كه بـه                  در رابطه با وجود ماكزيمم و مي      

 .قضية مقدار نهايي موسوم است، داريم
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 ١٦

] بر بازة بستة     f اگر تابع    ) :قضية مقدار نهايي   (٦قضية   ]ba  پيوسته باشد، آنگـاه بـر   ,
[ ]ba 2 به عبارت ديگر دوعدد مانند       .نيمم مطلق است     داراي ماكزيمم مطلق و مي     , 1,x x     در بازه بسـته 
[ , ]a b هر  وجود دارند به طوری که به ازای [ ]bax ,∈ ،)()()( 12 xfxfxf ≤≤.  

 
نيمم مطلق يك تابع پيوسته بر يك بازة  همچنين براي يافتن دستورالعملي جهت تعيين ماكزيمم و مي

 .بسته به قضية زير نياز داريم

 
] روي بازة بستة f فرض كنيم تابع  :٧قضية  ]ba bcaبا شرط  c تعريف شده و نقطة , << 

 . استf يك نقطة بحراني تابع cدر اين صورت . نقطة اكسترمم مطلق اين تابع باشد
 

) چون .اثبات , )c a b∈كه تابع توان گفت  پس مي f در يك همسايگي نقطة cتعريف شده است  .
 نيز fيك نقطة اكسترمم نسبي تابع ) نه تنها نقطه اكسترمم مطلق تابع است بلكه (cبنابراين 

cf)(اكنون اگر . باشد مي cf)( است و اگر f نقطة بحراني  يکc وجود نداشته باشد، آنگاه ′  وجود ′
)(0، ٥داشته باشد، آنگاه، بنابر قضية  =′ cf .دهدكه  اما اين مطلب هم نتيجه ميc يك نقطه بحراني 

 . است fتابع
 

 يك اكسترمم نسبي است يـا       ياتوجه داريم كه اكسترمم مطلق يك تابع پيوسته بر يك بازة بسته                    
چون شرط لازم براي آن كه يـك تـابع داراي اكسـترممي           . مقدار تابع در يكي از نقاط انتهايي بازة است        

توانيم بـا دسـتورالعمل        يك نقطة بحراني تابع باشد، مي      c باشد آن است كه      cاي مانند     بي در نقطه  نس
 .نيمم مطلق يك تابع پيوسته بر يك بازة بسته را پيدا كنيم زير ماكزيمم و مي

 

 پيوسته بر يك بازة بسته تابع  هاي مطلق يك دستورالعمل يافتن اكسترمم

] بر بازة بستة     fفرض كنيم تابع           ]ba نيمم مطلـق تـابع    براي يافتن ماكزيمم و مي   .  پيوسته باشد  ,
f  بر[ ]ba  :نماييم   به طريق زير عمل مي,

) بر بازة fنقاط بحراني تابع  (1) )ba  كنيم ؛   را پيدا مي,
)را در هر يك از نقاط بحراني در  fمقدار  (2) )ba  كنيم ؛  پيدا مي,
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 ١٧

]ي بازة ي در نقاط انتهاfمقدار  (3) ]ba )(,)(، يعني , afbfكنيم ؛  را پيدا مي 
 (3) و (2) و كوچكترين مقادير در fلق تابع  ماكزيمم مط(3) و (2)بزرگترين مقادير در (4)
] بر fنيمم مطلق تابع   مي     ]ba  .باشد  مي,

 :ة داده شده بدست آوريد هاي بست هاي مطلق توابع زير را در بازه  اكسترمم :٦مثال 

(1) 1)( 23 +−+= xxxxf ،]
2
1,2[−∈x        (2) 

2
3( ) ( 2)f x x= − ،[1,5]x ∈  

(3) 




≥−
<−

=
1,85
1,4

)(
2

xx
xxxf      ، ]

5
8,2[−∈x        (4) xxxf ln)( 2= ،],1[ ex∈ 

(5) 3 2( ) 2 3 12 1f x x x x= − − + ،5[ 2, ]
2

x ∈ −   (6) ( ) 2f x x x= + ،]4,0[∈x 

(7) 
1
2)( 2

2

++
++

=
xx
xxxf ،10 ≤≤ x                    (8) xxxf 2sin)( −= ،],0[ π∈x   

(9) )1arccos()( −= xxf ،]1,
2
1[∈x                (10) 34 43)( xxxf −= ،]2,1[−∈x 

(11) xxxf 2cossin2)( −= ،]2,0[ π∈x. 

[ بر   f چون تابع    (1) .حل
2
نقـاط  . توانيم قضية مقدار نهـايي را بكـار بـريم             پيوسته است مي    −]1,2

( بر   fبحراني  
2
)(123داريم : آوريم    را به دست مي    −)1,2 2 −+=′ xxxf   . شود كـه بـراي    ديده مي
x  ،)(xfهر عدد حقيقي      هستند كه براي x  مقاديري از   f وجود دارد و لذا تنها نقاط بحراني تابع          ′

)(0ها  آن =′ xf  . اام 

  1x = −       1( ) 0 (3 1)( 1) 0
3

f x x x x′ = ⇔ − + = ⇔ = 

 

 

 

 

 

 

 

 يا
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 ١٨

 

 ٨ . ٤شکل 

، ١- عبارتنداز fنقاط بحراني 
3
[ و اين نقاط در بازة بستة 1

2
 را در اين fمقادير تابع .  قرار دارند−]1,2

 :نماييم   محاسبه مي و نيز نقاط انتهايی بازهنقاط

8
7)

2
1(,

27
22)

3
1(,2)1(,1)2( ===−−=− ffff 

)1(2 مقدار ماكزيمم مطلق تابع برابر با        x=−1در   =−f 2 و در−=xنيمم مطلق تابع برابر   مقدار مي
)2(1با  −=−fاست . 

] بر fچون   (2)  داريم. توانيم قضية مقدار نهايي را بكار بريم  پيوسته است مي5,1[

1
3

2( )
3( 2)

f x
x

′ =
−

)(0ي وجود ندارد كه براي آن       xشود كه      و ديده مي    =′ xf .     بهر حال، به دليـل

xf)(آن كه    لـذا  .  يك نقطة بحرانـي تـابع اسـت        2نقطة   گيريم كه    وجود ندارد، نتيجه مي    x=2 در   ′
 .شود  يا در يكي از نقاط انتهايي بازه يافت مي2هاي مطلق تابع در  اكسترمم

 :شود كه  پس از محاسبه ديده مي
,9)5(,0)2(,1)1( 3=== fff 

ــابع  ــابراين ت ــيمم مطلــق   داراي مــيx=2 در fبن )2(0ن =f 5 و در=x ــق ــاكزيمم مطل  داراي م
3 9)5( =fباشد  مي . 
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 ١٩

 

  ٩ . ٤ شکل

)(1,4 اگر (3) 2 <−= xxxf و لذا xxf 2)( )(00     پس . ′= =⇔=′ xxf. 

)(x  ،85<1اگر   −= xxf     و لـذا ( ) 5 0f x′ = )1(2تـوان نشـان داد كـه          مـي . < =′−f   1(5 و( =′+f .

 و   ٢- و   ١و   ٠ مشتق ندارد و لذا      x=1در  بنابراين تابع   
5
 تـابع    و انتهـايی در بـازه بـرای         نقاط بحرانـي   8

 .هستند

)0(4اكنون   −=f  ،0)2( =−f ،0)
5
8( =f ،3)1( −=f 0، پس تابع در=xنـيمم مطلـق     داراي مي

4)0( −=f 2نقاط  در  و−=x و 
5
8

=x 0 داراي ماكزيمم مطلق)
5
8()2( ==− ffباشد  مي. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  ١٠ . ٤ شکل

 

xxدانيم كه   مي(4) elogln xf)(اكنون . =  :كنيم   را محاسبه مي′

)1ln2(ln21ln2)( 2 +=+=×+=′ xxxxx
x

xxxxf 
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 ٢٠

 و

                       
( ) 0 (2 ln 1) 0 0 2ln 1 0

1 10 ln 0 .
2

f x x x x x

x x x x
e

′ = ⇔ + = ⇔ = + =

⇔ = = − ⇔ = =
 

32حال، به دليل آن كه       << e  ،11
<

e
0,1 و لذا هيچكدام از اعداد    

e
] بـه بـازة بسـتة     ]e,1  تعلـق 

ــد ــابع  . ندارن ــر ت ــارت ديگ ــه عب ــاز xf)(ب ــازة ب )1,( در ب e ــي نمــي چــون . باشــد  داراي نقطــة بحران
01ln1)1( 2 ==f   22 و ln)( eeeef )1(0نيمم مطلـق      داراي مي  f  پس تابع     == =f    و مـاكزيمم 

)(2مطلق  eef ] بر بازة = ]e,1باشد  مي. 
 

)(1266                                            : آوريم  را به دست مي f مشتق تابع(5) 2 −−=′ xxxf  

                        
2 2( ) 0 6 6 12 0 2 0 ( 1)( 2) 0

1 2.
f x x x x x x x

x x
′ = ⇔ − − = ⇔ − − = ⇔ + − =

⇔ = − =
 

(شود كه     ديده مي 
2
5,2(2,1  و   ٢،  -١،  ٢- و بنابراين    −∋−

2
 . هسـتند  f تـابع     و انتهـايی    نقاط بحراني  5

 داريم

2
32)

2
5(,19)2(,8)1(,3)2( −=−==−−=− ffff 

)1(8بنابراين  =−f 2(19 ماكزيمم مطلق و( −=fنيمم مطلق تابع بر   و مي]
2
 .باشد  مي−]5,2

 

ــه ازاي (6) ــم x∋)4,0(بـ 011 :  داريـ
2

121)( >+=+=′
xx

xf،   ــي در ــز )4,0( يعنـ  هرگـ

)(xf )0(0حـال   . شـود   برابر با صفر نمـي    ′ =f  ،8)4( =f     0(0 و بنـابراين( =f  نـيمم مطلـق و        مـي
8)4( =f ماكزيمم مطلق تابع f بر [  . باشد  مي4,0[
 

        داريم (7)
1

11
1

1)1(
1
2)( 22

2

2

2

++
+=

++
+++

=
++
++

=
xxxx

xx
xx
xxxf . 

22و لذا  )1(
12)(

++
−−

=′
xx
xxf .شود كه  ديده مي       

2
10120)( −

=⇔=−−⇔=′ xxxf 

ــا  1,0(ام(
2
1

ــون .−∌ )0(2 چ =f و 
3
4)1( =f،  ــابع ــس ت ــق  x=0 در f پ ــاكزيمم مطل  داراي م

2)0( =f 1 و در=xنيمم مطلق   داراي مي
3
4)1( =fباشد  مي. 

 يا

 يا يا

 و

 يا
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 ٢١

 
ــم (8) xxf داري 2cos21)( )(0 و از ′=− =′ xf ــي ــه م ــه    نتيج ــود ك 02cos21ش =− x ،ــي ، يعن

2
12cos =x و لذا

6
5,

3
2 ππ

=x يعني ،
6

5,
6

ππ
=x . و 0 نقاط پس 

6
π و 

6
5π و π تنها نقاط بحراني 

]تابع در و انتهايی  ]π,0هستند . 
3 5 5 3(0) 0 , ( ) , ( ) , ( )

6 6 2 6 6 2
f f f fπ π π π π π= = − = + = 

و بنابراين تـابع در      
6
π

=x   نـيمم مطلـق        داراي مـي
2
3

6
)

6
( −=

ππf    و در 
6

5π
=x    داراي مـاكزيمم 

مطلق 
2
3

6
5)

6
5( +=

ππfباشد  مي. 
 

,1( را به ازاي fابع  مشتق ت(9)
2
1(∈xكنيم  محاسبه مي: 

.0
2

1
)1(1

1)(
22

<
−

−
=

−−

−
=′

xxx
xf 

,1(پس در بازة باز     
2
 داريم .شود  می مشتق صفر ن )1

2
)1(,

3
2)

2
1( ππ

== ff .تـابع در  بنابراين 
2
1

=x 

, داراي ماكزيمم مطلق
3

2)
2
1( π

=f 1 و در=xنيمم   داراي مي
2

)1( π
=fباشد  مي. 

 
23: نماييم   را محاسبه ميf مشتق تابع (10) 1212)( xxxf   و ′=−

3 2 2( ) 0 12 12 0 ( 1) 0 0 1.f x x x x x x x′ = ⇔ − = ⇔ − = ⇔ = = 
,2 عبارتنداز −]2,1[ بر f تابع  و انتهايیيلذا نقاط بحران 1,0, 1− −. 

 شود كه  اكنون پس از محاسبه ديده مي
16)2(,1)1(,0)0(,7)1( =−===− ffff 

1xپس تابع در     )1(1نيمم مطلق      داراي مي  = −=f    2 و در=x      2(16 داراي مـاكزيمم مطلـق( =f 
 .باشد مي

)2,0(پذير است و لذا در                      مشتق Rاين تابع براي تمام اعداد حقيقي       ) ١١( π   نقاط بحراني با قرار دادن 
0)( =′ xfآيد   بدست مي : 

xxxf 2sin2cos2)( +=′ 
 و 

 يا
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 ٢٢

.0)sin21(cos0cossin4cos20)( =+⇔=+⇔=′ xxxxxxf 

]در بازة    ]π2,0   عامل xcos    به ازاي 
2

,
2

3 ππ
== xx      عامـل  .  برابر بـا صـفر اسـت)sin1( x+  بـه ازاي

6
7π

=x   و 
2

3π
=x    در    و انتهـايی   پس نقاط بحرانـي   . می شود صفر برابر با [ ]π2,0    0 عبارتنـداز ،

2
π ،

6
7π ،

2
3π ،

6
11π ،π2شود كه   و پس از محاسبه ديده مي 

.1)2(,
2
3)

6
11(,1)

2
3(,

2
3)

6
7(,3)

2
(,1)0( −=−=−=

−
==−= πππππ ffffff 

بنابراين در   
2
π

=x      3 تابع داراي ماكزيمم مطلق)
2

( =
πf    و در 

6
11π

=x   نـيمم مطلـق       تابع داراي مي

2
3)

6
11( −

=
πfباشد  مي. 

 

 بـر يـك مجموعـة    f ماننـد  نيمم مطلق يك تابع به طور كلي ماكزيمم و ميدر فصل دوم    :تبصره  

هايي در مورد وجود يا عدم وجود اكسترمم مطلق يـك             تعريف گرديده و در ادامه مثال      Aدلخواه مانند   

هـا بـراي تكميـل مطالـب ايـن قسـمت از درس                تابع بر يك مجموعه آورده شده است، كه توجه بـه آن           

 .باشد ضروري مي

 

 هاي رول و ميانگين   قضيه ٢ . ٤
],[اي ماننـد      كند كه يك تابع پيوسته بر بـازة بسـته           بيان مي ) ٦قضية  (قضية مقدار نهايي     ba   بايسـتي 

) نـيمم   مـاكزيمم و مـي    (با وجود اين، هر دوي ايـن مقـادير          . نيمم بر اين بازه باشد      داراي ماكزيمم و مي   
],[ط انتهايي بازة    توانند در نقا    مي ba  دهد كه وجود يك      قضية رول شرايطي را به دست مي      .  واقع شوند

],[مقدار اكسترمم را در يك نقطه داخلي بازة بستة           ba)   اي متعلق بـه بـازة بـاز     يعني در نقطه),( ba (
 .نمايد تضمين مي
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 ٢٣

 : در شرايط زير صدق كند f فرض كنيم تابع  :)قضية رول (٨قضية 
(i)f  بر بازة بستة ],[ baپيوسته است ؛  

(ii)f بر بازة باز ),( baپذير است ؛  مشتق 
)iii (0)()( == bfaf . 

),( در بازة باز cاي مانند  در اين صورت نقطه ba0كه   وجود دارد به طوري)( =′ cf. 

 :تعبير هندسي قضية رول 

],[يط قضـية رول بـر       دهـد كـه در شـرا         را نشان مي   f نمودار تابعي مانند     زيرشكل           ba   صـدق 
) بين نقاط بينيم كه لااقل يك نقطه روي منحني به صورت شهودي مي. كند مي ,0)a  و( ,0)b  وجود

ب خط مماس برابر بـا صـفر      هاست، يعني، شي   Xدارد كه در آن خط مماس بر منحني موازي با محور            
 .نشان داده شده است Pدر شكل اين وضعيت در نقطة . است

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ١١ . ٤ شکل
 

)(0است كه براي آن  cهمان مقدار  Pبنابراين طول نقطة  =′ cf. 

 .گيريم  حالت در نظر ميدو. اثبات
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 ٢٤

],[در   x بـه ازاي هـر     :حالت اول    ba   ، 0)( =xf .           در ايـن صـورت بـه ازاي هـرx   در ),( ba 
)(0بايستي  =′ xf بنابراين نقطة ،c بين  هر نقطهتوان را مي ab  . در نظر گرفت,

),( در بازة باز 0xاي مانند   نقطه:حالت دوم  ba0كه   وجود دارد به طوري)( 0 ≠xf. 
)(0چون  0 ≠xf 0، پس)( 0 >xf 0 يا)( 0 <xf. 

)(0اولاً، فرض كنيم     0 >xf     و به دليل آن كه  f     بر بازة بستة ],[ ba    شرط  ( پيوسته است)i( (   بنـابر ،
],[مطلـق بـر      داراي ماكزيمم    fقضية مقدار نهايي تابع      ba  0چـون   .  اسـت)( 0 >xf     پـس مـاكزيمم 

],[ بر    fمطلق ba  1اگر  .  مثبت استc     نقطه ماکزيمم مطلق f بر ],[ ba 1گاه   باشدآن( ) 0f c  ، و به    <
)ه کدليل آن  ) ( ) 0f a f b= 1 لذا  ،) )iii(شرط (  = ,c a b≠    و بنابر اين می توان گفـت کـه تـابع f  
                شـود كـه      نتيجـه مـي    ٥و قضـية    ) ii(رط  اكنـون از ش ـ   . داراي يك مـاكزيمم نسـبي اسـت        1cدر نقطه   

0)( 1 =′ cf. 
)(0ثانياً، فرض كنيم     0 <xf  و به دليل آن كه f بر بازة بستة ],[ ba شرط ( پيوسته است)ii((  بنـابر ،

],[نيمم مطلق بر       داراي مي  fر نهايي تابع    اقضية مقد  ba 0چون  .  است)( 0 <xf  نيمم مطلق     پس مي
f   بر ],[ ba  2اگر  .  منفي استc  نيمم مطلق      نقطة ميf   بر ],[ ba    0 باشد، آنگاه)( 2 <cf    و به دليل 

)()(0آن كه    == bfaf)   شرط)iii ((  لذاbac ,2 2),(، يعني، ≠ bac توان گفت كـه       و بنابراين مي   ∋
شـود كـه     نتيجه مي٥و قضية ) ii(اكنون از شرط    . نيمم نسبي است     داراي يك مي   2c در نقطة    fتابع  

0)( 2 =′ cf .بدين ترتيب قضية ثابت شده است . 
 
 

 
 
 
 
 

 ١٢ . ٤شکل 
 

) يا نقاطي(اي  هاي داده شده بررسي كرده نقطه  براي توابع زير شرايط قضية رول را در بازه :٧مثال 
 : وجود، براي آن مشتق تابع برابر با صفر است بدست آوريد را كه، در صورت
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 ٢٥

     ( )i xxxf 94)( 3 [ و =−
2
3,

2
3[],[ −=ba . 

    ( )ii 23)( 2 +−= xxxf و بازة ],[ baرا هم پيدا كنيد . 

   ( )iii 




≤≤−
<≤

=
21,2
10,

)(
xx
xx

xf 2,0[ و[],[ =ba. 

   ( )iv 3 21)( xxf ],[]1,1[ و =− −=ba.  
    ( )v )4()( xxxf ],[]4,0[ و =− =ba. 

 
). حل )i    چون تابع f           يك چند جمله اي است پس به ازاي هر Rx∈     پـذير اسـت    پيوسـته و مشـتق .

(0كنيم كه     توجه مي 
2
3()

2
3( ==− ff              و بنابراين هر سه شرط قضـية رول بـر بـازة ]

2
3,

2
 برقـرار   −]3

)(912داريم . است 2 −=′ xxf و  

   
2
3

−=xيا
2
309120)( 2 =⇔=−⇔=′ xxxf    

بنابراين اگر 
2
3

±=cكنيم كه   اختيار شود ملاحظه مي)
2
3,

2
3(−∈c 0 و)( =′ cf . 

( )ii 0 معادلة)( =xfكنيم   حل مي را : 

.21
0)2)(1(0230)( 2

==⇔
=−−⇔=+−⇔=

xx
xxxxxf 

],[]2,1[توان  پس مي =baشود كه هر سه شرط قضية رول براي تابع  بسادگي ديده مي.  اختيار نمود
)(xf 32داريم .  برقرار است]2,1[ بر بازة بستة)( −=′ xxf و  

                     كهشود ديده مي
3( ) 0 2 3 0
2

3( ) 0 , (1, 2).
2

f x x x

f c c

′ = ⇔ − = ⇔ =

′ = = ∈
 

( )iii   شود كه تابع       بسادگي ديده ميf   (0) پيوسته است و     ]2,0[ بر (2) 0f f= اي   اما هيچ نقطه  . =
,0)مانند   2)c )كه    طوري وجود ندارد به     ∋ ) 0f c′ اين مطلب با قضية رول در تنـاقض نيسـت زيـرا    . =

(1)f  .باشد  وجود ندارد و لذا شرط دوم از قضية رول برقرار نمي′
 

 

 

 يا
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 ٢٦

 

 

 

 ١٣ . ٤شکل 

( )iv تابع f 1()1(0    پيوسته بوده و به علاوه −]1,1[ بر( ==− ff  .    مشتق تابعf  را محاسـبة 

     :كنيم    مي
33
2)(

x
xf  وجود نـدارد و لـذا شـرط دوم    f مشتق تابع  x=0بينيم كه در      مي.   ′=−

كـه     وجـود نـدارد بـه طـوري        c∋−)1,1(اي ماننـد      كنيم كه نقطه    ملاحظه مي .  برقرار نيست  قضية رول 
0)( =′ cf. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ١٤ . ٤شکل 
 

( )v   تابعf    4( با ضابطة()( xxxf بسادگي ديـده   .  تعريف شده است   ]4,0[ تنها در بازة بستة      =−

 عبارت اسـت از      fتابع  مشتق  .  پيوسته است  ]4,0[ در   fشود كه     مي
)4(

2)(
xx

xxf
−

−
 و لـذا در     ′=

)0()4(0شود كه     اكنون ديده مي  . پذير است    مشتق f تابع   )4,0( == ff        و لذا هر سه شرط قضـية 
)(0 وجود داشته باشد به طوري كه        c∋)4,0(اي مانند     پس بايستي نقطه  . رول برقرار است   =′ cf . اام

ــي  ــده مــ ــه   ديــ ــود كــ 2020      شــ
)4(

20)( =⇔=−⇔=
−

−
⇔=′ xx

xx
xxf  پــــس

)4,0(2,0)2( ∈==′ cf. 
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 ٢٧

 

 

 

 

 ١٥ . ٤شکل 

)()(0در قضية رول احتياجي نيست كه حتماً               == bfaf  بلكه كافي اسـت ( )f a و( )f b 
 به قضية زير توجه نماييد ؛ ). صفر يا غيرصفر(با هم مساوي باشند 

      

 :  در شرايط زير صدق كند fرض كنيم تابع  ف :٩قضية 
( )if  بر بازة بسته],[ baپيوسته است ؛  

( )iif بر بازة باز ),( baپذير است ؛  مشتق 
( )iii kbfaf == )()(. 

),( بازة باز  درcاي مانند  در اين صورت نقطه ba0كه   وجود دارد به طوري)( =′ cf.  

 :كنيم   صورت زير تعريف ميرا به g تابع .اثبات
.kxfxg −= )()( 
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 ٢٨

 ١٦ . ٤شکل 
 

],[ بر   gاولاً تابع    شود كه     ديده مي  ba      پيوسته است؛ ثانياً تابع g   بر ),( ba و ثالثاً  پذير است ؛     مشتق 
0)()( == bgag .         بنابراين هر سه شرط قضية رول براي تابعg اي  باشد، پس بايستي نقطـه   برقرار مي

),(مانند  bac )(0 وجود داشته باشد به طوري كه ∋ =′ cg. 
),(بازة باز   در   xاما به ازاي هر      ba   ، )()( xfxg )(0در نتيجه   و   ′=′ =′ cf .    بدين ترتيب اثبات تمام

 . است
 

08153 نشان دهيد كه معادلة : ٨مثال  5 =−+ xxدقيقاً داراي يك ريشة حقيقي است  . 

)(08153 فرض كنيم .حل 5 =−+= xxxf0(08شود كه  ، ديده مي( <−=f 1(010 و( >=f و 
)(0 وجود دارد به طوري كه       c∋)1,0(اي مانند     لذا ، نقطه   =cf .معادله   پس ( ) 0f x  لا اقل دارای    =

)(0 معادلـة  اکنون می خواهيم نشـان دهـيم کـه         . يک ريشه حقيقی است    =xf    بـيش از يـك ريشـة 
αβفـرض كنـيم     . اثبات اين مطلب به برهان خلف اسـت       . حقيقي ندارد   حقيقـي باشـند بـه     عـدد  دو ,

)()(0كه    طوري == βα ff)  تـوان     وارد شود مي    خللی   و بدون آن كه به كليت استدلال      ) فرض خلف
βαفرض كرد كه     ],[اي است پس بر بازة بستة         يك چند جمله   fچون تابع   . > βα     پيوسته اسـت و 

),(بر بازة باز     βα شود كه هـر سـه شـرط قضـية رول بـراي        بنابراين ديده مي  . پذير است    مشتقf   بـر
],[ βα      1اي مانند      برقرار است و در نتيجه نقطه ( , )c α β∈1كه   وجود دارد به طوري( ) 0f c′ اما بـه  . =

)(Rx∈ ،01515ازاي هر   4 >+=′ xxf 1با اين  و لذا( ) 0f c′ چـون فـرض خلـف    .  در تناقض است=
)(0به تناقض گرديد باطل است و لذا معادله منجر  =xfبيش از يك ريشة حقيقي ندارد . 

 

)  :٩مثال  )i نشان دهيد كه معادلة 

0)3)(2)(1()4)(2)(1(
)4)(3)(1()4)(3)(2()(

=−−−+−−−+
−−−+−−−=

xxxxxx
xxxxxxxf 

 .ها را تعيين كنيد داراي سه ريشة حقيقي است و حدود ريشه           
( )ii فرض كنيم f كند  اي باشد كه در شرايط زير صدق مي يك چند جمله: 

.0)2()2()3(,0)2()2()3( =′=−′=−′==−=− ffffff 
)(0نشان دهيد كه معادلة       =′′ xf است−)2,3( حداقل داراي چهار ريشة حقيقي در بازة باز  . 
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 ٢٩

) .حل )iتوجه كنيد كه اگر اين قضيه را در مورد تابع         . خواهيم از قضية رول استفاده كنيم       ميf  بكار 
)(0هاي    ريشه احتمالی   بريم، آنگاه از وجود      =′ xf  ـا هـدف مـا يـافتن ريشـه         . شـويم    مطلع ميهـاي    ام

0)( =xf  لذا بايستي با تابعي كار كنيم كه مشتق آن تابع             است و f تابع انتخابي ما تابع    .  باشدg   بـا
 :ضابطة زير است 

)4)(3)(2)(1()( −−−−= xxxxxg 

)()(شود كه     و به سادگي ديده مي     xfxg  پيوسـته و    Rاي است و لذا بر        ند جمله  يك چ  xg)(اما  . ′=
)1()2()3()4(0داريم . پذير است مشتق ==== gggg . 

,3]هاي    بنابراين شرايط قضية رول بر بازه      4],[2,3],[1,  شرايط قضـية    ]2,1[حال بر بازة    .  برقرار است  [2
1ماننــد رول برقــرار اســت و لــذا نقطــه اي  (1,2)x )(0كــه  طــوري  وجــود دارد بــه ∋ 1 =′ xg ،يعنــي ،

0)( 1 =xf.  
2)3,2(اي مانند      شرايط قضية رول برقرار است و لذا نقطه        ]3,2[بر بازة    ∈x      كـه     وجود دارد بـه طـوري

0)( 2 =′ xg، ،0 يعني)( 2 =xf . 
,3]بالاخره، بر بازة     3اي ماننـد       شرايط قضية رول برقرار است و لذا نقطـه         [4 (3,4)x  وجـود دارد بـه   ∋

)3كه  طوري ) 0g x′ )3، يعني، = ) 0f x  .گرديده استها مشخص  در شكل زير محل تقريبي ريشه. =
 
 
 
 

 ١٧ . ٤شکل 
 

از فصـل  ) الـف ( ١٣براي اين منظور از قضـية .  حل كردتوان مسأله را بدون استفاده از قضية رول هم مي      
)1(06داريم  . كنيم   استفاده مي  دوم   <−=f   2(02 و( >=f   1)2,1(اي مانند      و لذا نقطه ∈x   وجـود 

)(0كه    ريدارد به طو   1 =xf .  3(02همچنين( <−=f .  2()3(0پس( <ff     ايـن ماننـد       و لـذا نقطـه
)3,2(2 ∈x0كه   وجود دارد به طوري)( 2 =xf. 

)4(06بالاخره   >=f   3()4(0 پس( <ff   3)4,3(نند  اي ما    و لذا نقطه ∈x     كـه     وجود دارد به طـوري
0)( 3 =xf. 

( )ii   چون f   اي است پس       يك چند جملهf     و مشتق آن f بـر  ) اي اسـت    كه آنهم يك چند جمله     (′
)3()2(0بر طبق فرض    . پذير هستند    پيوسته و مشتق   R سرتاسر =−=− ff       لذا شـرايط قضـية رول ،
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 ٣٠

]2,3[ در بازة بستة     fبراي تابع    1)2,3(اي ماننـد       برقرار است، پس نقطـه     −− −−∈c      وجـود دارد بـه 
)(0كه  طوري 1 =′ cf. 

)2()2(0همچنين  ==− ff2)2,2(اي مانند   و لذا نقطه −∈c0كه   وجود دارد به طوري)( 2 =′ cf. 
 :اكنون داريم 

223 21 <<−<<− cc 
1 2( 3) ( ) ( 2) ( ) (2) 0.f f c f f c f′ ′ ′ ′ ′− = = − = = = 

fشــرايط قضــية رول بــراي تــابع  ]3,[ در بــازة بســته ′ 1c−اي ماننــد   برقــرار اســت و بنــابراين نقطــه
),3( 11 cx )(0كه   وجود دارد به طوري∋− 1 =′′ xf . 

),2(اي مانند     به طريق مشابه نقطه    12 cx )(0كـه    وجود دارد به طـوري ∋ 2 =′′ xf . اي  طـه همچنـين نق
)2,(مانند   23 cx )(0كه     وجود دارد به طوري    ∋ 3 =′′ xf .   2(اي ماننـد    بـالاخره نقطـه,( 14 cx  وجـود  ∋

)(0كه    دارد به طوري   4 =′′ xf .           0بدين ترتيب وجود لااقل چهار ريشه بـراي معادلـه)( =′′ xf  تضـمين
 .شده است

 

)  :١٠مثال   )i    فرض كنيم xaxaxaxf n
nn

1
1

10 ...)( −
−  يـك   α<0نشان دهيد كه اگـر      . =+++

)(0ريشة معادلة    =xf      باشد، آنگاه عددي مانند β      بـا شـرط αβ كـه     وجـود دارد بـه طـوري       0>>
0)( =′ βf. 

( )ii     با استفاده از قضية رول نشان دهيد كه مشتق تابع xxxxf 128)( 24  حـداكثر داراي يـك   =−+
 .باشد  مي−]1,1[ريشه در بازة بستة 

( )iiiبع  با استفاده از قضيه رول ثابت كنيد كه اگر تاf با ضابطه 







=

>
=

0,0

0,)sin(
)(

x

x
x

x
xf

π
 

xf)(شده باشد، آنگاه  تعريف   .گردد  بينهايت بار صفر مي)1,0( بازة باز در ′
( )iv 2 نشان دهيد كه معادلة=xxeاست)1,0( ريشة مثبت در بازة  فقط داراي يك . 

). حل )i  0(0شود كه     ديده مي( =f 0 و چون بنا بر فرض)( =αf     پـس شـرايط قضـية ميـانگين 
]0,[ بر فاصلة بستة     xf)(براي   α   0,(اي ماننـد      بنـابراين نقطـه   . اسـت  برقرار( αβ  وجـود دارد بـه      ∋
)(0كه  طوري =′ βf. 

 و
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 ٣١

( )ii ــيم ــرار ده )()( اگــر ق xgxf )(12164، آنگــاه ′= 3 +−= xxxg .  ــة ــيم معادل ــرض كن حــال ف
0)( =xg     21 داراي دو ريشة ,αα   0,,]1,1[ باشـد، يعنـي،      −]1,1[ در)()( 2121 −∈== αααα gg  و 

21مثلاً   αα ],[ شرايط قضية رول بـر بـازة بسـتة           xg)(اكنون براي تابع    . > 21 αα    پـس  .  برقـرار اسـت
1اي مانند  نقطه 2( , )c α α∈0كه   وجود دارد به طوري)( =′ cg . ا1612ام)( 2 −=′ xxg و  

2 2 2( ) 0 12 16 0 3 4 0
3

g x x x x′ = ⇔ − = ⇔ − = ⇔ = ± 

]1,1[شود كه  ديده مي
3

2
) و اين متناقض است با ±∌− ) 0g c′ 1 و = 2( , ) ( 1,1)c α α∈ ⊆ − . 

)(0لذا فرض اين كه      =′ xf     هاي معادلة  باشد و تعداد ريشه  است درست نمي−]1,1[ داراي دو ريشه در
0)( =′ xfدر صورت وجود، حداكثر يكي است ، . 

( )iii تابع f 0ها  شود كه براي آن در نقاطي صفر مي)sin( =
x
π . اام 

...,3,2,1,0)sin( ==⇒= kk
xx

πππ 

x (               ....,3,2,1,1<0توجه كنيد كه (
==⇔ k

k
x 

 را نسـبت دهـيم      ,...1,2,3 اعـداد    kپذير اسـت و اگـر بـه            مشتق )1,0( پيوسته و بر     ]1,0[ بر   fتابع  

,1[هاي بستة     بازه
2
[ و   ]1

2
1,

3
,1[ و   … و   ]1

1
1[

kk +
شود كه به طور      ديده مي . توانيم بسازيم    را مي  … و   

(0كلّي  
1

1()1( =
+

=
k

f
k

f         و شرايط قضية رول براي تابع  f     1[ بر بازة بستة,
1

1[
kk +

.  برقـرار اسـت    

1 نقطه ای مانند   بنابراين   1( , )
1kc

k k
∈

+
)(0كه     وجود دارد به طوري     =′ kcf .      چون اين مطلـب بـراي

...,3,2,1=kگردد  برقرار است حكم ثابت مي. 
 

( )iv    2 فرض كنيم)( −= xxexf .  1(02,)0(02چون( <−=>−= fef    0()1(0، پـس( <ff  و 
)(0 وجود دارد به طوري كه       c∋)1,0(اي مانند     بنابراين نقطه  =cf .        0اكنـون اگـر معادلـة)( =xf 

dc با فرض    d∋)1,0( باشد، مثلاً    )1,0(ازة  داراي ريشة ديگري در ب      آنگاه شرايط قضية رول بـراي       >
)(2تابع   −= xxexf     بر بازة بستة ],[ dc   0),(اي مانند   برقرار است و لذا نقطه dcx  وجـود دارد بـه   ∋
)(0كه  وريط 0 =′ xf. 

)()1(                                اما داريم  xexeexf xxx +=+=′ 
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 ٣٢

)(x ،0∋)1,0(شود كه به ازاي هر     ديده مي و >′ xf . ا اين با0ام)( 0 =′ xf   متناقض اسـت و بنـابراين 
)(0 معادلة )1,0(در  =xfفقط داراي يك ريشه است . 

 يعني ،f، مشتق fپذير  شود كه بين هر دو ريشة تابع مشتق از قضية رول نتيجه مي(1) :تبصره 
 f  .يشه دارد، حداقل يك ر′

اي باشـد، آنگـاه     يك چند جملـه xp)(توان نشان داد كه اگر   همچنين با استفاده از قضية رول مي  (2)
)(0بين هر دو ريشه متوالي معادلة  =′ xp0 حداكثر يك ريشة معادلة)( =xpقرار دارد  . 

 
قضـية  قضية رول را براي اثبات يكي از مهمترين قضاياي حساب ديفرانسـيل و انتگـرال، كـه بـه                

قضية مقدار ميانگين در اثبات بسـياري از قضـاياي حسـاب    . بريم  معروف است، بكار مي    مقدار ميانگين 
يي كامل داشـته    گيرد و بنابراين ضروري است كه با آن آشنا          ديفرانسيل و انتگرال مورد استفاده قرار مي      

 . باشيم
خواهيم ديد كه قضية مقدار ميانگين تعميمي از قضية رول، و به عبارت ديگر قضية رول حالت خاصي از 

 .باشد قضية مقدار ميانگين، مي
 

 : در شرايط زير صدق كند f فرض كنيم تابع ) :قضية مقدار ميانگين (١٠قضية 
)i(f بر بازه بستة ],[ baپيوسته است ؛  
)ii(f بر بازة باز ),( baپذير است  مشتق. 

),(در بازه باز  cاي مانند  در اين صورت نقطه baه ك  وجود دارد به طوري 
( ) ( )( ) .f b f af c

b a
−′ =
−

 

 

 :تعبير هندسي قضية مقدار ميانگين 
. كنـد   دهد كه در شرايط قضية ميـانگين صـدق مـي             را نشان مي   f نمودار تابعي مانند     زيرشكل  

كميت  
ab

afbf
−
− ) شيب قطعه خطي است كـه نقـاط     )()( , ( ))A a f a  و( , ( ))B b f b    را بهـم وصـل

 .كند مي
 وجود دارد كه در آن خط مماس        ,ABاي روي منحني بين       كند كه نقطه    قضية مقدار ميانگين بيان مي    

),(در  cاي مانند  است، يعني، نقطهABبر منحني موازي وتر  baكه   وجود دارد به طوري 
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 ٣٣

( ) ( )( ) .f b f af c
b a

−′ =
−

 

 

 

 

 

 

 ١٨ . ٤شکل 

 گذرد به صورت  مي,ABلة خطي كه از نقاط د معا.اثبات

)()()()( ax
ab

afbfafy −
−
−

=− 
 يا 

)()()()( afax
ab

afbfy +−
−
−

= 
 : كنيم  عريف مي را به صورت زير تxF)(اكنون تابع كمكي . است

(1)     ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )f b f aF x f x x a f a
b a

−
= − − −

−
 

),)((در حقيقت فاصلة عمودي بين نقطة       تابع  اين   xfx     روي نمودار تابع f    و نقطة متناظر بـا آن روي
 .كند در هر سه شرط قضية رول صدق ميFشان دهيم كه تابع اكنون ن. گيرد  را اندازه ميABوتر 
],[ بر بازه بستة     Fتابع   ba       پيوسته است به دليل آن كه حاصلجمع f    اي درجـه اول   و يك چند جمله

) ii(شرط .  برقرار استFدر مورد ) i(بنابراين شرط . باشند زة بسته پيوسته مياست كه هر دو بر اين با 
),( بر   f برقرار است زيرا     Fنيز براي    ba  كنـيم كـه     مشـاهده مـي  (1)از معادلـة  . پـذير اسـت      مشـتق

0)( =aF 0 و)( =bF . لذا شرط)iii ( از قضية رول در موردFبرقرار است . 
)در بـازة بـاز       cاي ماننـد      كنـد كـه نقطـه       حكم قضية رول بيان مـي      , )a b  كـه   د دارد بـه طـوري   وجـو

0)( =′ cF. 
 اما 
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 ٣٤

ab
afbfxfxF

−
−

−′=′ )()()()( 
 بنابراين 

                                        .
ab

afbfcfcF
−
−

−′=′ )()()()( 
),( در cاي مانند  لذا، نقطه baكه   وجود دارد به طوري 

ab
afbfcf

−
−

−′=
)()()(0 

يا 
ab

afbfcf
−
−

=′  . بدين ترتيب قضية ثابت شده است. )()()(

 

ها يا موازي بـا آن باشـد قضـية مقـدار        X منطبق بر محور     AB در حالت خاصي كه وتر       :تبصره  
 .ميانگين به قضية رول تقليل مي يابد

 

هاي داده شده بررسي كرده و، در صـورت            زير شرايط قضية ميانگين را در بازه        براي توابع   :١١مثال  
 : ذكر شده در قضيه را مشخص نماييدc) يا نقاط(برقراري شرايط، نقطه 

( )i xxxxf 35)( 23  .]3,1[ بر =−−

( )ii 
2
3( )f x x= 2,2[ بر[−. 

( )iii
7
4)(

2

−
+

=
x

xxxf 6,2[ بر[. 

( )iv
x

xf 45)(  .]4,1[ بر =−

( )v 5 2)5(2)( −= xxf 6,1[ بر[−. 
 

) .حل )i   چون f   اي است به ازاي هر         يك چند جملهRx∈  بنـابراين شـرايط قضـية      .  پيوسته است
],[مقدار ميانگين در هر بازة بستة  baداريم . ر است برقرا 

 .(1) 7 , (3) 27f f= − = )2و  − ) 3 10 3f x x x′ = − − 

10همچنين 
2

)7(27
13

)1()3(
−=

−−−
=

−
− ff . 10با قرار دادن)( −=′ cfآوريم   بدست مي 

⇔=+−⇔−=−− 07103103103 22 cccc 
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 ٣٥

.1c يا =
3
70)1)(73( =⇔=−− ccc 

عدد  c تعلق ندارد تنها مقدار ممكن براي )3,1( به بازه باز 1چون عدد 
3
 .  است7

 

( )ii تابعf 3داريم .  پيوسته است−]2,2[ در
1

3
2)(

−
=′ xxf 1 و بنابراين

3

2( )
3

f c
c

′ =. 

اما  
1 1
3 3(2) ( 2) 4 4 0

2 ( 2) 4
f f− − −

= =
− −

كه   وجود ندارد به طوري    cشود كه هيچ مقداري براي         ديده مي    و   

0
3
2 3

1

=c.  
 
 
 
 
 

  x=0 در fين است كه تابع توانيم از حكم قضية مقدار ميانگين استفاده كنيم ا كه نمي علت اين
)بر بازة  fپذير بودن تابع  پذير نيست و لذا شرط مشتق مشتق 2  .باشد  برقرار نمي−(2,

 
 
 
 

 
 
 
 

 ١٩ . ٤شکل 
 

( )iii   حوزة تعريف تابع  { }7−= RDf       است و بنابراين بـديهي اسـت كـه تـابع f پيوسـته  ]6,2[ در 

2 عبارت است از     fمشتق تابع   . است

2

)7(
2814)(

−
−−

=′
x

xxxf        7و تنهـا بـه ازاي=x    تـابع f  وجـود   ′
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 ٣٦

داريـم  . بنـابراين شـرايط قضـية ميـانگين برقـرار اسـت           . پذير است    مشتق )6,2( در   fپس تابع   . ندارد

5
12)2( −=f ،60)6( −=f و  

2

2

2
2

2

1260 ( )( ) ( ) 14 28 5( )
( 7) 6 2

14 28 72 14 44 0.
( 7) 5

f b f a c cf c
b a c

c c c c
c

− − −− − −′ = ⇔ = ⇔
− − −

− −
= − ⇔ − + =

−

 

571از حل اين معادله دو جواب        −=c   572 و +=c  2]6,2[آيد و چون      بدست مي ∉c  پس تنهـا 
571جواب قابل قبول  −=cاست . 

( )iv بديهي است كه تابع f داريم . كند  مقدار ميانگين صدق مي در شرايط قضية]4,1[ بر بازة 

.2
4)(
x

xf 1 و ′=
14
14

14
)1()4(

=
−
−

=
−
− ff 

 دهيم  قرار مي

.2    4414
14

)1()4( 2

2
2 ±=⇔=⇔=⇔=

−
− cc

cc
ff 

 . قرار دارد و قابل قبول است)4,1( در بازة c=2تنها جواب 
( )vديكال فرد است پس تابع به ازاي هر  چون فرجه راRx∈داريم .  پيوسته است 

2 3
5 5

35

2( ) 2( 5) ( ) 2 1 ( 5)
5

4 1( ) .
5 ( 5)

f x x f x x

f x
x

−

′= − ⇒ = × × × −

′⇒ = ×
−

 

f تابع   x=5در نقطة    . پذير باشـد   مشتق−)6,1(تواند بر بازة باز   نميf تعريف نشده است پس تابع ′
 .دهد كه شرط دوم قضية مقدار ميانگين برقرار نيست اين نشان مي

 

) : ١٢مثال  )i در كدام نقطةP  2از منحنيxy  خط مماس بر منحني موازي قطعه خطي است =
 گذرد ؟  ميB)9,3( و A−)1,1(كه از نقاط 

( )ii فرض كنيم تابع f با ضابطة زير تعريف شده باشد : 
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 ٣٧

23 , 0 1
2( )

1 , 0.

x x
f x

x
x

 −
≤ ≤= 

 >


 

],[]2,0[در فاصـــلة  =ba قضـــية مقـــدار ميـــانگين را بكـــار بـــرده و نقطـــة c  را كـــه در شـــرط
( ) ( ) ( )f b f a f c

b a
− ′=
−

 .كند پيدا كنيد  صدق مي
( )iii     فرض كنيم توابع f   و g    ميانگين بر     مقدار در شرايط قضية ],[ ba  به علاوه فرض   .  صدق كنند

),(در بازة باز  xه ازاي هر كنيم كه ب ba ،)()( xgxf ],[در xثابت كنيد كه به ازاي هر . ′=′ ba ، 
.)()()()( agafxgxf −=− 

) .حل )i تابع f 2 با ضابطة)( xxf  در شرايط قضية −]3,1[اين تابع بر بازة . گيريم  را در نظر مي=
 كه  طوري  به وجود داردc∋−)3,1(اي مانند  كند، پس نقطه ميانگين صدق ميمقدار 

.)(
)1(3

)1()3( cfff ′=
−−

−− 

xxfاما   2)( 9 پس   ′= 1 2
4

c−
1c و لذا    =  با توجه بـه تعبيـر هندسـي         P(1,1)در نتيجه در نقطة     . =

2yقضية مقدار ميانگين خط مماس بر منحني  x= موازي با قطعه خط ABاست . 
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 ٣٨

 
 ٢٠ . ٤شکل 

 

( )ii   چون 
2

1 1

3lim ( ) lim 1 (1)
2x x

xf x f
− −→ →

−
= =  و   =

1 1

1lim ( ) lim 1
x x

f x
x+ +→ →

=  x=1در   f، پس تـابع     =
 .باشد  پيوسته مي]2,0[پيوسته بوده و بنابراين بر بازة بستة 

10به ازاي . نماييم  را بررسي مي   )2,0(پذيري تابع بر      حال مشتق  << x ،
2

3)(
2xxf −

 و لذا =

xxf −=′ ، x<0به ازاي . )(
x

xf 1)( 2 و لذا =
1)(

x
xf −

 همچنين داريم . ′=

0 0

0 0

2

0 0
2

0 0

1 1(1 ) (1) 1(1) lim lim

1 1 1lim lim 1
(1 ) 1

3 (1 ) 1(1 ) (1) 2(1) lim lim

3 (1 ) 2lim lim( 1) 1.
2 2

x x

x x

x x

x x

f x f xf
x x

x
x x x

x
f x ff

x x
x x
x

+ +

+ +

− −

− −

+
∆ → ∆ →

∆ → ∆ →

−
∆ → ∆ →

∆ → →

−+ ∆ − + ∆′ = =
∆ ∆

− − ∆ −
= = = −

∆ + ∆ + ∆

− + ∆
−+ ∆ −′ = =

∆ ∆

− + ∆ − −∆
= = − = −

∆

 

)1()1(پس   +− ′=′ ff      1 و بنابراين تابع در=x گيـريم كـه    از آنچه گفته شد نتيجه مـي  . پذير است    مشتق
ر هر دو شرط قضية مقدار ميانگين صدق  د]2,0[ بر fاكنون تابع  . پذير است    مشتق )0,2(بر  fتابع  
 كه   وجود دارد به طوريc∋)2,0(اي مانند  كند و لذا نقطه مي

(2) (0) ( ).
2 0

f f f c− ′=
−

 

اما 
2
1

2
2
3

2
1

02
)0()2(

−=
−

=
−
− ff ولذا )(

2
1 cf ′=− . 

گيـريم، اولاً      دو حالت در نظر مي    
2

3)(
2xxf −

xxf، پـس    = −=′ −=−c و در نتيجـه      )(
2
، يعنـي،   1

2
1

=c .  ًثانيا
x

xf 1)( 2، پس   =
1)(

x
xf −

 و در نتيجه     ′=
2
11

2
−

=
−
c

22، يعني،    =c   دهـد     كه نتيجه مي
  .c (2=c∋)2,0(با توجه به اين كه بايستي (

 و
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 ٣٩

بنابراين دو جواب 
2
 . آيد  مي بدست c براي 1,2

( )iii فرض كنيم bxa )()()( را به صورت h و تابع >≥ xgxfxh  .كنيم  تعريف مي=−
],[ بر بازة بستة     hبديهي است كه تابع      xa    بنـابراين  . كنـد   در شرايط قضية مقدار ميـانگين صـدق مـي

),(اي مانند     نقطه xac )()()(كه     وجود دارد به طوري    ∋ ch
ax

ahxh ′=
−
),(هـر   اما بـه ازاي      . − bax∈ ،

0)()()( =′−′=′ xgxfxh 0، پــس)( =′ ch 0 و داريــم)()( =− ahxh ،يعنــي ،)()( ahxh اگــر . =
 آوريم   مقدار آن را قرار دهيم بدست ميxh)(بجاي 

).()()()( agafxgxf −=− 
x مورد نظر ما به طور بديهي به ازاء توجه كنيد كه تساوي a=برقرار است، يعني داريم  

).()()()( agafagaf −=− 
هـاي زيـر    به مثال . ها را ثابت نمود     درستي بعضي از نامساوي   می توان   با استفاده از قضية مقدار ميانگين       

 .توجه نماييد
 

 اگر  :١٣مثال 
2

0 π
<<< baاستفاده از قضية مقدار ميانگين ثابت كنيد كه ، با  

.atgba
a
bbtgba )()

cos
cosln()( −<<− 

)ln(cos)(تابع  . حل xxf با توجه بـه شـرايط مسـاله ايـن تـابع در بـازة بسـتة         . گيريم   را در نظر مي    =
],[ baكند پذير است، يعني، در شرايط قضية مقدار ميانگين صدق مي  پيوسته و مشتق. 

),(اي مانند  بنابراين نقطه bac  كه   وجود دارد به طوري∋
( ) ( ) ( ).f b f a f c

b a
− ′=
−

 

xtgاما 
x
xxf −=

−
=′

cos
sin)( و لذا ctgcf −=′  داريم . )(

cosln( )( ) ( ) ln(cos ) ln(cos ) cos .

b
f b f a b a a

b a b a b a
− −

= =
− − −

 

پس 
cosln( )
cos

b
a tgc

b a
= −

−
)cosln و از آنجا  ) ( )

cos
b a b tg c
a

= −. 

],[ در xtgتــابع  امــا  ba   صــعودي اســت، پــس از 
2

0 π
<<<< bca  شــود كــه     نتيجــه مــي

btgctgatg aاز ضرب طرفين اين نامساوي در عدد منفي . >> b− داريم  

PDF created with FinePrint pdfFactory Pro trial version http://www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
 تولائی و حمید محمدزادهدکتر حمید : مولفین 

 کاربردهای مشتق و پیوستگی : ٤فصل 
 

 

 ٤٠

atgbactgbabtgba )()()( −<−<− 
ctgbaو با توجه به تساوي 

a
b )()

cos
cosln(  آوريم   بدست مي=−

atgba
a
bbtgba )()

cos
cosln()( −<<− 

 . خواهيم ثابت شده است و بنابراين آنچه را كه مي
 

  :هاي زير را ثابت كنيد  با استفاده از قضية مقدار ميانگين درستي نامساوي :١٤مثال 

  ( )i  )0()1ln(
1

><+<
+

xxx
x

x؛  
  ( )ii 2121 sinsin xxxx     ؛−≥−

 ( )iii 2121 xxxtgarcxtgarc   ؛−≥−

 ( )iv )0()ln( ba
a

ab
a
b

b
ab

<<
−

<<
  ؛ −

( )v  )()( 11 yxpxyxyxpy pppp −≤−≤− 1,0 كه در آن −− ><< pxy. 

) .حل )i     0,[ بر بازة بستة[ x   1( تابعln()( xxf كند   ميانگين صدق مي   مقدار    در شرايط قضية     =+
)0,( مانند ه ای و لذا نقط xc  كه   وجود دارد به طوري∋

.)(
0

)0()( cf
x

fxf ′=
−
− 

اما 
x

xf
+

=′
1

 و )(1
x

x
x

x
x

fxf )1ln()1ln()1ln(
0

)0()( +
=

−+
=

−
− ، 

بنابراين 
cx

x
+

=
+

1
1)1ln( . 0حال به دليل آن كه c x<  توانيم بنويسيم  ، مي>

xcx
x

+
>

+
=

+
1

1
1

1)1ln( ــذا  و ل
x

xx
+

>+
1

)1ln(.ــين 1 همچن
1

1)1ln(
<

+
=

+
cx

x ــن   و ــابر اي  بن

xx <+ )1ln( .گيريم كه  جه ميها نتي از اين نامساوي 

.xx
x

x
<+<

+
)1ln(

1
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 ٤١

( )ii   تابع xxf sin)( 2پذير است و لذا بر بـازة بسـتة            پيوسته و مشتق   R بر اعداد حقيقي     = 1[ , ]x x 
),(ي مانند ا پس نقطه. كند در شرايط قضية مقدار ميانگين صدق مي 12 xxc  كه   وجود دارد به طوري∋

xxfتوجه كنيد كه ( cos)( =′                     (c
xx

xfxf cos)()(
21

21 =
−
−  

.c
xx

xx
c

xx
xx cos

sinsin
cossinsin

21

21

21

21 =
−
−

⇔=
−
−

⇔ 

1cosدانيم كـه      اما مي  ≤c     1 و بنـابراين
sinsin

21

21 ≤
−
−

xx
xx .     گيـريم كـه      تيجـه مـي   از ايـن نامسـاوي ن

|||sinsin| 2121 xxxx −≤−. 
( )iii   تابع xtgarcxf ],[پذير است و لذا بـر بـازة بسـتة       پيوسته و مشتق  R بر   )(= 21 xx  در شـرايط 

),(اي مانند  پس نقطه. كند قضية مقدار ميانگين صدق مي 12 xxx∈ وجود دارد به طوري كه  

.)()()(
21

21 cf
xx

xfxf ′=
−
− 

21اما 
1)(
x

xf
+

 و ′=
21

21

21

21 )()(
xx

tgxarcxtgarc
xx

xfxf
−
−

=
−
 پس . −

||||

1
||

||1
1

1

2121

21

21
2

21

21

xxtgxarcxtgarc
xx

tgxarctgxarc
cxx

xtgarcxtgarc

−≤−⇒

≤
−
−

⇒≤
+

=
−
−

 

 .و اين همان نامساوي خواسته شده است
( )iv   تابع xxf ln)( ],[ بـر     fبـديهي اسـت كـه       . گيـريم    را در نظر مي    = ba   بـر  پيوسـته و ),( ba 
),(اي ماننـد      پـس نقطـه   . كنـد   پذير است و لذا در شرايط قضية مقدار ميانگين صدق مي            مشتق bac ∈ 

 وجود دارد به طوري كه 

.
cab

abcf
ab

afbf 1lnln)()()(
=

−
−

⇔′=
−
− 

توجه كنيد كه، (     
x

xf 1)( =′(  .)ln(1)ln(

c
ab

a
b

cab
a
b

−
=⇔=

−
 

bcaاما از  شود كه   نتيجه مي>>
acb
111

−<0  و چون >> ab پس  
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 ٤٢

.
a

ab
c

ab
b

ab −
<

−
<

− 

)ln(اما 
a
b

c
ab

=
 و لذا −

a
ab

a
b

b
ab −

<<
− )ln(.  

 ( )v   تابع pttf پذير است و لذا بر بـازة بسـتة       پيوسته و مشتق  Rاين تابع بر    . گيريم   را در نظر مي    )(=
],[ xy       اي ماننـد      پس نقطـه  . كند   در شرايط قضية مقدار ميانگين صدق مي),( xyc بـه    وجـود دارد   ∋

)()()(كه  طوري cf
yx

yfxf ′=
−
)(1اما . − −=′ ppttf و بنابراين  

1)()()( −=
−
−

⇔′=
−
− p

pp

pc
yx
yxcf

yx
yfxf 

.)(1 yxpcyx ppp −=−⇔ − 

xcyاما از    111شـود كـه        نتيجه مـي   >> −−− << ppp xcy     هـا را در عـدد مثبـت      و اگـر ايـن نامسـاوي
)( yxp   ضرب كنيم خواهيم داشت −

)()()( 111 yxpxyxpcyxpy ppp −<−<− −−− 

pppو چون  yxyxpc −=−− )()(، پس 1)( 11 yxpxyxyxpy pppp −<−<− −−.  
 

پـردازيم كـه    هاي رول و مقدار ميانگين به بررسي قضـية كوشـي مـي    در ادامة بيان و اثبات قضيه   
هاي بعدي و در اثبات دسـتور هوپيتـال    ضيه در قسمتاين ق. ميم مهمي از قضية مقدار ميانگين است عت

 .مورد استفاده قرار خواهد گرفت
 

 :در شرايط زير صدق كنند  g و f فرض كنيم توابع ) :قضية كوشي (١١قضية 
( )if و g  بر بازة بستة ],[ baپيوسته هستند ؛  

( )iif و g  بر بازة باز ),( baپذير هستند ؛  مشتق 

( )iii به ازای هرxباز ة در باز ( , )a b ،( ) 0g x′ ≠. 

),(در بازة باز  cاي مانند  در اين صورت نقطه baكه   وجود دارد به طوري 

.
)(
)(

)()(
)()(

cg
cf

agbg
afbf

′
′

=
−
− 
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 ٤٣

)()(هيم كه   د   ابتدا نشان مي   .اثبات agbg )()(فرض كنيم   . ≠ agbg در gبه دليل آن كه تابع    . =
),( در 0xاي مانند  كند نقطه شرايط قضية مقدار ميانگين صدق مي baكه   وجود دارد به طوري 

ab
agbgxg

−
−

=′ )()()( )()(چون  . 0 agbg )(0گيريم كه      فرض شده است، نتيجه مي     = 0 =′ xg   و اين 
)با فرض  )iii در قضيه كه به ازاي هر),( bax∈ ،0)( ≠′ xgلذا فرض .  در تناقض است)()( agbg = 

)()( بنابراين بايستي غلط است و agbg ≠. 
 :كنيم  را به صورت زير تعريف مي hاكنون تابعي كمكي 

.))()((
)()(
)()()()()( agxg

agbg
afbfafxfxh −








−
−

−−= 

 در اين صورت 

(1)               )(
)()(
)()()()( xg

agbg
afbfxfxh ′








−
−

−′=′ 

],[ بر  g و fبه دليل آن كه  ba پيوسته هستند تابع h نيز بر ],[ ba پيوسته است و چون f و g  
),( بر   baهستند، ر پذي  مشتقh نيز بر  ),( baبه علاوه .  مشتق پذير است 

0))()((
)()(
)()()()()( =−








−
−

−−= agag
agbg
afbfafafah 

 و

.0))()((
)()(
)()()()()( =−







−
−

−−= agbg
agbg
afbfafbfbh 

),(در بـازة بـاز    cاي ماننـد   پـس نقطـه  .  برقرار استhبنابراين هر سه شرط قضية رول براي تابع         ba 
)(0كه   طوري وجود دارد به =′ ch. داريم (1) بنابراين از  

(2)        .0)(
)()(
)()()( =′







−
−

−′ cg
agbg
afbfcf 

),(چون بر  ba ،0)( ≠′ cgداريم (2) از  
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

f b f a f c
g b g a g c

′−
=

′−
 

),(اي در  نقطه cكه در آن  baبدين ترتيب قضيه ثابت شده است.  است . 
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 ٤٤

xxgبا ضابطة  g اگر در قضية كوشي تابع     (1) :تبصره    اختيار شود، آنگاه حكم قضية كوشي )(=
)(1يابـد زيـرا در ايـن وضـعيت            به حكم قضية مقدار ميانگين تقليل مي       =′ cg .      بنـابراين قضـية مقـدار

 .ميانگين حالت خاصي از قضية كوشي است
ي هندسي از قضية كوشي ارائه داد نياز به آشنايي بـا معـادلات پـارامتري                 براي آن كه بتوان تعبير     (2)

 .ايم هاي صفحه داريم كه در روند موضوعي كتاب هنوز به آن نپرداخته منحني
 مقدار ميانگين را براي صورت و قضيه  توان  ممكن است تصور شود كه براي اثبات قضية كوشي مي(3)

  مخرج كسر

)()(
)()(

agbg
afbf

−
− 

abو پس از حذف     (زيرا با انجام چنين كاري      . بكار برد، اما اين تصوري نادرست است       فرمول زيـر را    ) −
 :آوريم  بدست مي

)(
)(

)()(
)()(

2

1

cg
cf

agbg
afbf

′
′

=
−
− 

bcaكه در آن     << bca و   1 << 21ه در حالت كلي     اكنون به دليل آن ك    . 2 cc شـود كـه      ، ديده مي  ≠
 .نتيجة بدست آمده با حكم قضية كوشي تفاوت دارد

 

 : هاي داده شده بررسي كنيد   برقراري قضيه كوشي را براي توابع زير در بازه :١٥مثال 
( )i  (24,)(133توابع( 23 −+=+−= xxxfxxxg ؛]1,0[ بر  

( )ii  توابعxxfxxg cos)(,sin)( [  بر ==
2

,0[ π؛  

( )iii  توابعxexf
x

xxg =
+

= )(,
1

)( 2

2

 .−]3,3[ بر 

) .حل )i    داريـم ( ) 6 3f x x′ = )2و  + ) 3 4g x x′ = همـه جـا پيوسـته و       g و f  و بنـابراين     −
)(0 ،(0,1)در xشود كـه بـه ازاي هـر           بسادگي ديده مي  . پذير هستند   مشتق ≠′ xg .    ة لـذا بنـابر قضـي

 كه   وجود دارد به طوري)1,0( در zاي مانند  كوشي، نقطه

.
43
36

)0()1(
)0()1(

2 −
+

=
−
−

z
z

gg
ff 

)1(5با قرار دادن  =f ،1)1( −=g ،1)0(,2)0( −== fgحل براي و zآوريم  ي ، بدست م 
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 ٤٥

2
2

5 ( 1) 6 3 6 6 5 0
1 2 3 4

3 39 .
6

z z z
z

z

− − +
= ⇔ + − =

− − −
− ±

⇔ =
 

ها، يعني،  تنها يكي از جواب
6

393 +−
=z قرار دارد)1,0( در . 

( )ii داريـــم ( ) sinf x x′ = )و − ) cosg x x′  پيوســـته و Rبـــر    g و f، بنـــابراين توابـــع  =

(در   xپذير بوده و به ازاي هر         مشتق
2

,0( π  ،0)( ≠′ xg .  توان از قضـية كوشـي اسـتفاده          در نتيجه مي
 داريم . نمود

1
01
10

0sin)
2

sin(

0cos)
2

cos(

)0()
2

(

)0()
2

(
−=

−
−

=
−

−
=

−

−

π

π

π

π

gg

ff
 

 و

.
cos
sin

)(
)( ctg

c
c

cg
cf

−=
−

=
′
′ 

 بنابراين 

.11
)(
)(

)0()
2

(

)0()
2

(
=⇔−=−⇔

′
′

=
−

−
ctgctg

cg
cf

gg

ff

π

π

 

و توجه به شرط  cاز حل اين معادله براي 
2

0 π
<< cآوريم  ، بدست مي

4
π

=c. 
( )iii   شود كه توابع    بسادگي ديده ميf و g  به ازاي هر Rx∈ ـا  . پـذير هسـتند    پيوسته و مشـتقام

)3()3(چون   −= gg   ،توان فرمول     نمي
)(
)(

)3()3(
)3()3(

cg
cf

gg
ff

′
′

=
−−
دقـت  .  را براي اين دو تابع بكـار بـرد         −−

)(0كـه      وجود دارد به طـوري     c∋−)3,3(اي مانند     توان نشان داد نقطه     كنيد كه مي   =′ cg    و بنـابراين 
)شرط  )iiiاز قضية كوشي برقرار نيست. 

 
كنيم كه در محاسبة مشتق توابـع         اي را ثابت مي      ميانگين اكنون قضيه    مقدار به عنوان كاربردي از قضية    

 .گيرد مياي مورد استفاده قرار  چند ضابطه
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 ٤٦

 ماننـد  cو در يـك همسـايگي محـذوف         ه   پيوسته بود  cدر نقطة    f فرض كنيم تابع      :١٢قضية  
),( baبه علاوه فرض كنيم . پذير باشد  مشتقlxf

cx
=′

→
)(lim. 

cf)(صورت در اين   .پذير است  مشتقcدر  f است، يعني، تابع l وجود داشته و برابر با ′
 

),( فرض كنيم .اثبات bax∈ و cx ],[ بر بازة بستة fتابع . < xcميانگين  مقدار در شرايط قضية 
),( زيرا در ،دكن  صدق مي  xc پـذير بـوده و در     مشـتق[ , ]c x  اي ماننـد   بنـابراين نقطـه  .  پيوسـته اسـت

( , )z c x∈    كه     وجود دارد به طوري)()()( zf
cx

cfxf ′=
−
گيـريم    حال از طرفين اين تساوي حد مي      . −

→+وقتي  cx ؛  

.)(lim)()(lim zf
cx

cfxf
cxcx

′=
−
−

++ →→
 

xzcكنيم كه      مي ملاحظه →+ و اگـر     >> cx    آنگـاه ،+→ cz             ،ـا بـا توجـه بـه مفروضـات قضـيهام 
lzf

cz
=′

+→
)(lim و بنابراين  

( ) ( )lim lim ( )
x c z c

f x f c f z l
x c+ +→ →

− ′= =
−

 

lcfيعني،   =′+ ),(به طريق مشابه، اگر     . )( bax∈   و cx ],[بر   f، آنگاه تابع    > cx     در شـرايط قضـية  
lcfان ثابت نمود كه تو  ميانگين صدق كرده و ميمقدار =′− )( . 

lcfگيريم كه  از آنچه گفته شد نتيجه مي =′  .پذير است مشتق c در f، يعني، )(
 

)  :١٦مثال  )i به ازاي چه مقاديري از,b m  تابع 





≥

<+
=

axx
axbmx

xf
,
,

)( 2 

 پذير است؟  مشتق aدر نقطة 
( )ii در تابعf  با ضابطة 







<−

≥+
=

0,1
0,1

)(
2

2

xx
xx

xf 

)0(f  . را محاسبه نماييد′
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 ٤٧

) .حل )i حـال شـرطي را   . پذير باشد پيوسـته هـم هسـت    دانيم كه اگر تابعي در يك نقطه مشتق      مي
limبراي اين منظور بايستي .  پيوسته باشدa در fنويسيم كه تابع  مي ( ) ( ) lim ( )

x a x a
f x f a f x

− +→ →
= =.  

bmabmxxfاما، 
axax

+=+=
−− →→

)(lim)(lim  و)(lim)(lim 22 afaxxf
axax

===
++ →→

  پس. 
 (1) bmaa  همچنين داريم . 2=+





>
<

=′
axx
axm

xf
,2
,

)( 

 و 
mmxf

axax
==′

−− →→
lim)(limو axxf

axax
22lim)(lim ==′

++ →→
 اگر قرار دهيم . 

(2)                 am 2= 
اما از معادلات   . پذير است   مشتق aدر   f نتيجه بگيريم كه تابع      ١٢ با استفاده از قضية      يمتوان   آنگاه مي 

amabآوريم كه   بدست مي(2) و (1) 2,2 =−=. 
( )ii داريم  





<−
>

=′
0,2
0,2

)(
xx
xx

xf 

lim)(lim)2(0و نيز 
00

=−=′
−− →→

xxf
xx

02lim)(lim و
00

==′
++ →→

xxf
xx

lim)(0، يعني،  
0

=′
→

xf
x

اكنون به كمك . 
)0(0آوريم كه   مي  بدست١٢قضية  =′f . 

همـواره   fتابعي ثابت باشد، آنگاه مشـتق        f و بحث از مشتق توابع ثابت كرديم كه اگر           سومدر فصل   
تـوان    كنيم كه اگر تابعي داراي مشتق صفر باشد آيا مـي            اكنون اين پرسش را مطرح مي     . برابر صفر است  

 .ادعا نمود كه خودِ تابع ثابت است ؟ جواب در حقيقت مثبت است
 

 داشـته   ∋Ixپذير بوده و به ازاي هـر           مشتق  I  روي بازة دلخواه      f تابع  فرض كنيم   :١٣قضية  
)(0باشيم   =′ xf . در اين صورتf بر I ،يعني، در تمامي نقاط  مقدار ثابتي استI مقدار يكساني را 

 .كند اختيار مي
 

xaاگـر   .   نقطة دلخواهي از آن باشد      x و Iنقطة ثابتي از     a فرض كنيم    .اثبات  ـ   > ر بـازة    آنگـاه ب
],[بستة   xa شرايط قضية مقدار ميانگين براي تابع  fزيرا فرض صفر بودن مشتق .  برقرار استf  بـر 
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 ٤٨

I         اي ماننـد      ن نقطـه  بنابراي. پذير پيوسته هم هست      دليل بر وجود آن است و هر تابع مشتق),( xac ∈ 

)()()(كه    وجود دارد به طوري    cf
ax

afxf ′=
−
)(0اما بنا بر فـرض      . − =′ cf     0 و لـذا)()( =− afxf ،

)()(يعني،   afxf axاگر  . = ],[توان استدلال بالا را بـر بـازة       آنگاه مي  > ax     بكـار بـرد و مجـدداً بـه 
)()(تساوي   afxf )()(،  ∋Ixبدين ترتيب به ازاي هر      .  رسيد = afxf  تـابعي   I بـر    f، يعنـي،    =

 . ثابت است
 

 تعريف شده باشد و فرض كنيم كه بـه ازاي           R بر اعداد حقيقي     f تابع   فرض كنيم ) i ( :١٧مثال  
Ryxهر  ∈, ، 

.)(|)()(| 2yxyfxf −≤− 
 . تابعي است ثابتR بر fنشان دهيد كه 

)ii (  كنيم  فرضf        تابعي باشد كه به ازاي هر Rx∈     داراي مشتق ثابت axf =′ نشان دهيد  .  است )(
baxxf خطي است، يعني، fكه تابع   .بت استعددي ثا b كه در آن )(=+

 

)(Rx∈  ،0كافي است نشان دهيم كه به ازاي هـر          ) i (.حل =′ xf        اسـتفاده   ١٣ و سـپس از قضـية 
  باشد، آنگاه بنا بر فرض x نموي دلخواه براي متغير x∆≠0عدد حقيقي دلخواه و  xاگر . كنيم

.|||)()(|
)(|)()(|

2

2

xxfxxf
xxxxfxxf

∆≤−∆+

−∆+≤−∆+ 

||0حال طرفين نامساوي اخير را بر  >∆xكنيم ؛  تقسيم مي 

.( ) ( )0 | |f x x f x x
x

+ ∆ −
≤ ≤ ∆

∆
 

 ، x∆→0گيريم وقتي  هاي بالا حد مي سپس از نامساوي

0 0

( ) ( )0 lim lim | | .
x x

f x x f x x
x∆ → ∆ →

+ ∆ −
≤ ≤ ∆

∆
 

 شود كه  ضية فشردگي ديده مياكنون با استفاده از ق

 0)()(lim
0

=
∆

−∆+
→∆ x

xfxxf
x

lim)()(0 بنابراين و
0

=
∆

−∆+
→∆ x

xfxxf
x

)(0در نتيجه داريم .  =′ xf . 

 يعنی 
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 ٤٩

)ii ( فرض كنيمax ],[ بر بازة بستة fتابع . < xaپس . كند  ميانگين صدق مي در شرايط قضية مقدار

),(اي مانند  نقطه xac )()()(كه   وجود دارد به طوري∋ cf
ax

afxf ′=
−
acfاما . − =′   و لذا )(

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ( ) ).

f x f a a f x f a a x a
x a

f x ax f a a

−
= ⇔ − = −

−
⇔ = + −

 

)(2اگر مقدار ثابت  aaf baxxfيم ؛ آور بناميم بدست مي b را − +=)(. 
axاگر  baxxfآوريم    با استدلال مشابهي بدست مي> +=)(. 

در اين صورت شرط لازم و كافي براي آن . پذير باشد  مشتقI روي بازة f فرض كنيم تابع :نتيجه 
 . تابعي ثابت باشدI بر f برابر با صفر باشد آن است كه I روي fه مشتق ك
 

)  :١٨مثال  )i ت كنيد  درستي اتحادهاي زيررا ثاب١٣ با استفاده از قضية: 

( )a 
2

cossin π
=+ xarcxarc؛  

( )b
2

2cos1sin2 xx −
  ؛=

( )cxtgarc
x
xarc 2

1
1cos 2

2

=
+
>>∞ برای − x0. 

( )ii دانيم كه اگر       ميxexf xexf، آنگاه   )(= =′  را پيـدا كنيـد كـه در         xg)(كليه توابعي ماننـد     . )(
)()(شرط  xfxg  .كنند  صدق مي′=′

 

) .حل )i ( )a   تابع f    با ضابطة xarcxarcxf cossin)(  تعريـف   −]1,1[ را، كه در بازة بستة       =+
  برابر است با −)1,1( در بازة باز fمشتق تابع . گيريم شده است، در نظر مي

)11(0
1

1
1

1)(
22

<<−≡
−

−
+

−
=′ x

xx
xf 

 ابت است، يعني  تابعي ثf، ١٣لذا بنابر قضية 
)11(cossin <<−=+ xcxarcxarc 

 قـرار  x=0، به عنـوان مثـال،    cبراي بدست آوردن مقدار ثابت . مقدار ثابتي است cكه در آن مقدار  

بينيم كه  ؛ و ميداده 
2
π

=c ،از آنجاو  
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 ٥٠

.)11(
2

cossin <<−=+ xxarcxarc π 
 شود، يعني، بديهي است كه   مستقيماً ثابت ميx=±1برقراري اين تساوي در نقاط 

2
0

2
)1cos()1sin( ππ

=+=+++ arcarc 
 و

.
22

)1cos()1sin( πππ
=+

−
=−+− arcarc 

( )b 2 تابع 1( ) sin cos 2
2

f x x x=  fمشتق .  تعريف شده استRاين تابع بر . گيريم  را در نظر مي+
 :كنيم  را محاسبه مي

1( ) 2sin cos ( 2sin 2 ) sin 2 sin 2 0
2

f x x x x x x′ = + × − = − ≡ 
  تابعي ثابت است، يعني، f، ١٣لذا بنابر قضية . يعني همواره مشتق برابر با صفر است

2 1sin cos 2 .
2

x x c+ = 

=cآوريم    قرار داده و بدست ميx=0، به عنوان مثال، cمقدار ثابت براي تعيين 
2
1. 

بنابراين داريم 
2

2cos1sin2 xx −
=. 

( )c تابع f با ضابطة  

xtgarc
x
xarcxf 2

1
1cos)( 2

2

−
+
−

= 
 مساوي x<0به ازاي هر  fمشتق تابع .  تعريف شده استRاين تابع بر سرتاسر . گيريم را در نظر مي
 : با صفر است

2 2 2 2 22
2

2

1 4 2 4 2( ) 0.
(1 ) 1 2 (1 ) 111 ( )

1

x xf x
x x x x xx

x

− −′ = × − = − ≡
+ + + +−

−
+

 

  ثابت است، يعني،  تابعيf، ١٣لذا بنابر قضية 
2

2

1cos 2 ( 0)
1

xarc arc tg x c x
x

−
− = >

+
 

cosآوريم   قرار داده و بدست ميx=1، به عنوان مثال، cبراي تعيين  0 2 1 0c arc arc tg= − =. 
 بنابراين 
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 ٥١

.2
1
1cos02

1
1cos 2

2

2

2

tgxarc
x
xarcxtgarc

x
xarc =

+
−

⇔=−
+
− 

( )ii تابع )(xg را با شرط Rxxgxg ∈∀=′  فرض كنيم . گيريم  در نظر مي)()(,

.)()()( x
x exg

e
xgx −==ϕ 

 :مشتق اين تابع همه جا مساوي با صفر است 
0)()()( ≡−′=′ −− xgeexgx xxϕ 

)، ١٣لذا بنابر قضية  )( ) x
g xx c
e

ϕ = )، كه از آنجا = ) xg x ce=. 
)()(ها  راي آنلذا كلية توابعي كه ب xfxf ) با فرمول ′= ) xf x ce=در آن، كه  اند داده شده c  مقدار
 .ثابت دلخواهي است

 

نامند در صورتي كه بـه ازاي         ميIبر بازة    f تابع )ضد مشتق (تابع اوليه   را يك   F تابع   :تعريف  
)()(، ∋Ixهر  xfxF =′. 

به عنوان مثال،    
3

)(
3xxF )(2 يك تابع اوليه     = xxf 2 است زيرا    =

3

)
3

()( xxxF بسادگي ديـده   . ′=′=
در بـالا  . داراي تابع اوليه باشد، آنگاه اين تابع اوليه منحصر به فرد نيست fشود كه اگر تابع مفروض   مي

3
)(

3xxF 4 و   =
3

)(
3

+=
xxG يا به طور كلّي ،

3

( )
3

xH x c= ) مقـدار ثـابتي اسـت    cكـه در آن   (+
ه همگي توابع اولي)(xf2باشند، زيرا   مي)()()( xxFxGxH =′=′=′.  

 
 .دهد قضية زير بستگي هر دو تابع اوليه يك تابع بيكديگر را نشان مي

 

12 اگر    :١٤قضية   , FF      ة تابع مفروضدو تابع اولي f    بر بازةI    دو در يك    باشند، آنگاه اختلاف آن
 .عدد ثابت است

 

  ، ∋Ix بنابر تعريف تابع اوليه، به ازاي هر .اثبات

)١ (         




=′
=′

.)()(
)()(

2

1

xfxF
xfxF 
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 ٥٢

)()()(دهيم  قرار مي 21 xxFxF ϕ=− . داريم) ١(در اين صورت با استفاده از 
0)()()()( 21 =−=′−′ xfxfxFxF 

 يا 
).(0))()(()( 21 IxxFxFx ∈∀=′−=′ϕ 

)كه  وجود دارد به طوري c عدد ثابتي مانند ١٣پس بنابر قضية  )x cϕ  ، يعني، =
1 2( ) ( )F x F x c− = 

 . و قضيه ثابت شده است
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